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講義１：最短経路問題１：

現在ではカーナビゲーションシステムは生活に欠かせない存在であるが，その最大の機能は言うまで

もなく２点間の最短経路の発見である．この講義では最短経路問題を抽象的に定義することから始め，

効率のよいアルゴリズムを紹介する．
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この図は北海道の道路地図である．道路を主要な交差点で区切り，交差点間の所要時間が書き込まれ

ている．この地図では道路の区別（主要国道とその他の国道の区別）もわかるが，最短経路（この場合

は所要時間が最短である経路）を見つけるのに道路の区別はなくてもよい．

本講義ではアルゴリズムの設計を学ぶわけであるから，このような道路地図を計算機で処理するのに

適した形態に表現しなおす必要がある．たとえば，この道路地図では曲がりくねった道路もあるが，ど

のように道路が曲がっているかより，所要時間のほうが大切である．
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Ｅ地点からＵ地点までの最短経路？

この図は前頁の地点間の所要時間を示す道路地図を抽象的に表現したものである．各地点には他と区

別可能な識別名がついている．２地点を結ぶ道路は直線で表現され，付加情報として所要時間を与える．

この例では，簡単のために，識別名はすべて大文字の英字である．たとえば，G地点から直接行きつけ

る地点は C, D, E, F, H, J, N の７地点である．

さて，この地図で２つの地点が任意に与えられたとき，それらの間を結ぶ最短経路を求めたい．この

例では，E地点から U地点までの最短経路を求めたい．E → B → A → D → G → J → O → P → U

のような経路も考えられるが，始点のEから目的地のU とは逆の方向に進んでいるので，これが最短経

路だとは思えない．人間は地図を「見る」ことができるので，逆方向に進んでいると認識できるが，計

算機には目がないので，そのような感覚を持たせることは難しい．人間のこのような方向感覚は時とし

て有用であるが，それが事態を悪くすることもある．この方向だと信じて進んでも，道がいつの間にか

方向を変えているということもあるからである．

アルゴリズムを設計する上では，思い込みによってある可能性を排除したりすることはむしろ危険で

ある．思い込みではなく，確実に最短経路とは異なることを証明することが大切である．

始点の E から目的地の U に向けては，上記の経路以外にも E → K → L → M → O → P → U や，

E → G → N → P → U , さらに E → J → O → P → U など，様々な経路が考えられる．最短経路を

求めるには，原理的には，すべての可能な経路を列挙できればよい．すべての可能な経路を列挙する方

法を知っていて，しかもそのような経路が極端に多くなければ，この素朴な方法でも最短経路を求める

ことができる．

残念ながら，一般に可能な経路の数は地点の個数 nに対して 2nのような急激に増大する関数で表わさ

れるのが普通である．たとえば，すべての交差点が三叉路だとしても，それぞれの交差点で右か左のど

ちらに進むべきか，２通りの選択があり，それが k回連続すると 2k通りの進み方があったことになる．
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最短経路問題の定式化

入力は重み付きのグラフ
G = (V, E, W)

V:頂点の集合 = {A, B, C , …}

E:辺の集合 = {(A, B), (A, C), (A, D), (B, E), (B, K), …} 

W:辺に対する重み w(A, B) = 13, w(A, C)=11, 

w(A,D)=20, w(B,E)=8, …

グラフG上の経路

端点を共有する辺の系列
(E, J), (J, O), (O, P), (P, U): EからUに至る経路

経路の重み（長さ）＝経路を構成する辺の重みの総和
w(E,J)=20, w(J,O)=14, w(O,P)=9, w(P,U)=10

よって，上記の経路の長さは20+14+9+10 = 53.

２つの頂点 s, t が任意に指定されたとき，sから t までの

経路で最も短いもの（最短経路）を求めよ．

では，最短経路問題を数学的に定式化してみよう．

入力は，図としての地図ではなく，グラフとして与える．グラフは，丸などで表わされる頂点と，

２つの頂点を結ぶ（有向または無向の）辺の集合によって表わされる．ここでは各辺に所要時間を表

わす数字が重みとして与えられているような重みつきグラフを考える．具体的には，頂点の集合を

V，辺の集合を E，辺に重みを割り当てる関数を w としたとき，これらを組み合わせて３項組 G =

(V, E, W )として思みつきグラフを表わす．先の例では頂点集合は V = {A, B, C, . . .}，辺集合は E =

{(A, B), (A, C), (A, D), (B, E), (B, K), . . .} であり，重みは，w(A, B) = 13, w(A, C) = 11, w(A, D) =

20, w(B, E) = 8, . . .のように与えられている．

グラフG上の経路は，端点を共有する辺の系列として指定される．たとえば，(E, J), (J, O), (O, P ), (P, U)

はEから U に至る一つの経路を表わしている．

それぞれの経路に対して，その重み（長さ）とは，その経路を構成する辺の重みの総和として定義さ

れる．先の例では，

w(E, J) = 20, w(J, O) = 14, w(O, P ) = 9, w(P, U) = 10

であるから，上記の経路の長さは 20 + 14 + 9 + 10 = 53となる．

我々が欲しいのは，２つの頂点 s, tが任意に指定されたとき，sから tまでの経路で最も短いもの（最

短経路）である．任意の２点間の最短経路を求める問題が単一頂点対最短経路問題である．
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Ｅ地点からＵ地点までの最短経路？

E地点から U 地点までの経路として様々な経路が考えられる. E → G → J → O → P → U は短そう

な経路である．その長さは，各辺の長さの和として，13 + 16 + 14 + 9 + 10 = 62と計算できる．
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Ｅ地点からＵ地点までの最短経路

これ以外にもE地点から U 地点までの経路がある．たとえば，E → J → O → P → U であるが，そ

の長さは，20 + 14 + 9 + 10 = 53である．これは先に求めたものより短い．実際，これが最短経路であ

るが，最短経路であることを確認するのは，それほど簡単ではない．
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単一始点最短経路問題：
１つの頂点 s を指定したとき，sから残りのすべての頂点までの

最短経路を求めよ．

単一目的地最短経路問題：
１つの頂点 t を指定したとき，すべての頂点から t までの最短経

路を求めよ．

単一頂点対最短経路問題：
始点 s と目的地 t を指定したとき，sから t までの最短経路を求

めよ．

全頂点対最短経路問題：
すべての頂点対(s, t)について，sから t までの最短経路を求めよ．

辺の重み（長さ）として負の値を許すかどうかで難しさも変わる．
ここでは，とりあえず重みはすべて正であると仮定する．

最短経路には様々なバリエーションがある．それぞれ難しさも違う．特に，辺の重み（長さ）として

負の値を許すかどうかで難しさは劇的に変わるが，ここでは，とりあえず重みはすべて正であると仮定

して議論を進める．

最も早くから研究されたのは，単一始点最短経路問題である．この問題では，１つの頂点 sを指定し

て，sから残りのすべての頂点までの最短経路を求めたい．
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Ｅ地点から他のすべての地点までの最短経路を求めよ．

この図は単一始点最短経路問題で，E地点が始点として選ばれた場合を示したものである．Ｅ地点か

ら他のすべての地点までの最短経路を求めてみよう．
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Ｅ地点から他のすべての地点までの最短経路．

始点sからある地点までの

最短経路が複数個ある場合
はどうすればよいか？

E地点から，その他のそれぞれの地点までの最短経路はこの図に示されたような有向グラフ（正確に

は，閉路を含まないので有向木というべきもの）で表現される．もちろん，ある地点に行くのに同じ所

要時間の最短経路が複数通りあれば，そのうちの一つだけが選ぶものとする．
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単一始点最短経路問題：
１つの頂点 s を指定したとき，sから残りのすべての頂点までの

最短経路を求めよ．

単一目的地最短経路問題：
１つの頂点 t を指定したとき，すべての頂点から t までの最短経

路を求めよ．

単一頂点対最短経路問題：
始点 s と目的地 t を指定したとき，sから t までの最短経路を求

めよ．

全頂点対最短経路問題：
すべての頂点対(s, t)について，sから t までの最短経路を求めよ．

辺の重み（長さ）として負の値を許すかどうかで難しさも変わる．
ここでは，とりあえず重みはすべて正であると仮定する．

次のバリエーションは，単一目的地最短経路問題である．この問題では，始点の代わりに１つの頂点 t

が終点として指定される．このとき，他のすべての頂点から tまでの最短経路を求めるのが問題である．
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Ｅ地点からの最短経路の向きを逆にするとよい．

道路に一方通行が
あるときはどうか？

この問題は実は単一始点最短経路問題と本質的に同じものである．というのは，指定された地点 tを

始点として単一始点最短経路問題を解いて，解を表わす有向グラフ（有向木）が得られれば，その辺の

向きを逆にするだけで単一目的地最短経路問題の解が得られるからである．

この例では，どの道路も両方向通行可能だと暗に仮定していたが，一方通行も考慮するなら，上記の

ような方法では答えは得られないことに注意しておくべきである．
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Ｇ地点から他のすべての地点までの最短経路を求めよ

演習問題

これは同じグラフである．G地点を始点として，単一始点最短経路問題を解いてみよ．解のグラフを

グラフ上に書き込んでみよ．
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Ｇ地点から最も遠い地点を求めよ．

演習問題

「最も遠い地点」
の定義を述べよ．

先の問題が解ければ，G地点から最も遠い地点を求めることも可能である．単一始点最短経路問題に

対する解のグラフが得られているとしたとき，始点から最も遠い地点はどのような性質をもつだろうか．

また，「始点から最も遠い地点」を数学的に定義するとどのようになるか．
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単一始点最短経路問題：
１つの頂点 s を指定したとき，sから残りのすべての頂点までの

最短経路を求めよ．

単一目的地最短経路問題：
１つの頂点 t を指定したとき，すべての頂点から t までの最短経

路を求めよ．

単一頂点対最短経路問題：
始点 s と目的地 t を指定したとき，sから t までの最短経路を求

めよ．

全頂点対最短経路問題：
すべての頂点対(s, t)について，sから t までの最短経路を求めよ．

辺の重み（長さ）として負の値を許すかどうかで難しさも変わる．
ここでは，とりあえず重みはすべて正であると仮定する．

次のバリエーションは，実際に最もよくあるパターンで，始点と目的地の対が与えられるものである．

正式には，単一頂点対最短経路問題という．問題は，始点 sと目的地 tが指定されたとき，sから t まで

の最短経路を求めよというものである．
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Ａ地点からＶ地点までの最短経路を求めよ．

演習問題

たとえば，始点が A，目的地が V として指定されたとき，A地点から V 地点までの最短経路を求め

たい．適当にメモを取りながら最短経路を求めてみよう．
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単一始点最短経路問題：
１つの頂点 s を指定したとき，sから残りのすべての頂点までの

最短経路を求めよ．

単一目的地最短経路問題：
１つの頂点 t を指定したとき，すべての頂点から t までの最短経

路を求めよ．

単一頂点対最短経路問題：
始点 s と目的地 t を指定したとき，sから t までの最短経路を求

めよ．

全頂点対最短経路問題：
すべての頂点対(s, t)について，sから t までの最短経路を求めよ．

辺の重み（長さ）として負の値を許すかどうかで難しさも変わる．
ここでは，とりあえず重みはすべて正であると仮定する．

最後のバリエーションは，全頂点対最短経路問題と呼ばれるものである．この問題では，すべての頂点

対 (s, t)について，sから tまでの最短経路を求めたい．基本的には，すべての頂点対について，単一頂

点対最短経路問題を解けばよいが，アルゴリズム的には，もっと効率よく解けるかどうかに関心がある．
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幾何的最短経路問題

平面上に多数の多角形状の障害物が与えられているとき，
任意に指定した２点を結ぶ最短経路を求めよ．

現実の場面では入力がグラフの形で与えられない場合も多い．たとえば，平面上に多角形の形状をし

た多数の障害物が与えられているとき，それらの障害物を避けながら指定された２点を結ぶ最短の経路

を求めたいこともある．そのような問題が幾何的最短経路問題である．

22



幾何的最短経路問題

平面上に多数の多角形状の障害物が与えられているとき，
任意に指定した２点を結ぶ最短経路を求めよ．

通る場所によって速度に変化があるときには問題は難しくなる．
また３次元ではどうか？

幾何的最短経路問題にも様々なバリエーションがある．たとえば，障害物を完全に避けるのではなく，

そこを通ると遅くなるというような状況を考えると，問題は一気に難しくなる．たとえば，池の向こう

に行きたい．池を迂回する方法と，池を泳いで突っ切るという２通りの方法が考えられる．もちろん，泳

ぐ方が遅いので，速度の違いを考慮してアルゴリズムを設計しなければならないが，これが実に厄介で

ある．
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単一始点最短経路問題：
１つの頂点 s を指定したとき，sから残りのすべての頂点までの

最短経路を求めよ．

単一目的地最短経路問題：
１つの頂点 t を指定したとき，すべての頂点から t までの最短経

路を求めよ．

単一頂点対最短経路問題：
始点 s と目的地 t を指定したとき，sから t までの最短経路を求

めよ．

全頂点対最短経路問題：
すべての頂点対(s, t)について，sから t までの最短経路を求めよ．

辺の重み（長さ）として負の値を許すかどうかで難しさも変わる．
ここでは，とりあえず重みはすべて正であると仮定する．

もう一度，最短経路問題のバリエーションを復習してみよう．

単一始点最短経路問題では，１つの頂点 sを指定したとき，sから残りのすべての頂点までの最短経

路を求めたい．

単一目的地最短経路問題では，１つの頂点 tを指定したとき，すべての頂点から tまでの最短経路を

求めたい．

単一頂点対最短経路問題では，始点 sと目的地 tを指定したとき，sから tまでの最短経路を求めたい．

全頂点対最短経路問題では，すべての頂点対 (s, t)について，sから tまでの最短経路を求めたい．

辺の重み（長さ）として負の値を許すかどうかで難しさも変わる．ここでは，とりあえず重みはすべ

て正であると仮定する．
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単一始点最短経路問題：
１つの頂点 sから残りのすべての頂点までの最短経路を求めよ．

単一目的地最短経路問題：
辺の向きを逆にすればよいので，単一始点最短経路問題と本質
的には同じ．

単一頂点対最短経路問題：
単一始点最短経路問題が解けていれば，目的地 t までの最短経

路も得られている．

全頂点対最短経路問題：
すべての頂点について単一最短経路問題を解けば良い．それよ
り早く解けるか？

辺の重み（長さ）として負の値を許すかどうかで難しさも変わる．
ここでは，とりあえず重みはすべて正であると仮定する．

単一始点最短経路問題は，１つの頂点 sから残りのすべての頂点までの最短経路を求めるものである．

単一目的地最短経路問題では，辺の向きを逆にすれば単一始点最短経路問題と同じになるので，単一

始点最短経路問題と本質的には同じである．

単一頂点対最短経路問題は，単一始点最短経路問題に対する解が得られていれば，目的地 tまでの最

短経路も得られているので，単一始点最短経路問題より難しいことはない．それより本質的に易しいか

どうかは自明ではない．実際，最も有名なダイクストラのアルゴリズムでは，単一頂点対最短経路問題

の解を得るのに単一始点最短経路問題を解いている．

全頂点対最短経路問題に関しては，すべての頂点について単一最短経路問題を解けば良い．理論的な

問題は，それより早く解けるかどうかである．
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アルゴリズム上の疑問点

1.単一頂点対最短経路問題は単一始点最短経路問題より高速
に解けるか？

2.個々の入力に対しては，単一始点最短経路問題と単一目的地
最短経路問題の難しさは異なるが，一般的には何が言えるか？
最悪の場合の計算時間を比較するとどうか？

3.全頂点対最短経路問題は単一最短経路問題を頂点数回だけ
解けばよいが，それより早く計算を終えることができるか？

以上，最短経路問題の様々なバリエーションを見てきたが，アルゴリズム上の疑問点は次の通りである．

(1) 単一頂点対最短経路問題は単一始点最短経路問題より真に高速に解けるか？

(2) 個々の入力に対しては，単一始点最短経路問題と単一目的地最短経路問題の難しさは異なるが，一

般的には何が言えるか？最悪の場合の計算時間を比較するとどうか？

(3) 全頂点対最短経路問題は単一最短経路問題を頂点数回だけ解けばよいが，それより早く計算を終

えることができるか？
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