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担当：浅野，上原

講義２：最短経路問題２：

前回の講義で最短経路問題を数学的に定義した後で，最短経路問題の様々なバリエーションについて

考えた．今回の講義では，最短経路問題に対する効率のよいアルゴリズムについて考えよう．
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単一頂点対最短経路問題：

辺に正の重みをもつ無向グラフと，始点 s と目的地 tが指定
されたとき，sから t までの重み最小の経路（最短経路）を

求めよ．

最も重要な性質： 最短経路の部分構造最適性
頂点間の最短路は他の最短経路を内に含む．
つまり，最短経路の部分経路はまた最短経路である．

証明： 始点 sから目的地 t までの最短経路をPとし，その
部分経路をQとする．もし，Qが最短経路でなければ，Pに
おいてQの部分経路を最短経路で置き換えればPより短い
経路が得られることになるが，これはPが最短経路である

ことに矛盾する．

まず最初に，単一頂点対最短経路問題について考えよう．

この問題では，辺に正の重みをもつ無向グラフと，始点 sと目的地 tが指定されたとき，sから tまで
の重み最小の経路（最短経路）を求めたい．

この問題に対するアルゴリズムを開発する上で最も重要な性質は，最短経路の部分構造最適性と呼ば

れるものである．これは，２頂点間の最短経路は他の最短経路を内に含むというものである．つまり，最

短経路の部分経路はまた最短経路だということである．

この性質を証明してみよう．始点 sから目的地 tまでの最短経路を P とし，その部分経路をQとする．
もし，Qが最短経路でなければ，P において Qの部分経路を最短経路で置き換えれば P より短い経路
が得られることになるが，これは P が最短経路であることに矛盾する．この矛盾は，最短経路 P が部分
経路として最短でない経路 Qを含むと仮定して得られたものであるから，最短経路は最短でない経路を
部分経路として含むことはないと結論づけることができる．
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負の重みの辺の影響
負の重みをもつ辺が存在する場合には，最短経路問題は
複雑になる．特に，重みの和が負であるような閉路が存在
すると，その閉路を何度も回ると重みはどんどん減るので
いくらでも短い経路ができてしまう．

xからzへの辺xzを含む閉路は
xz, zx

のみ．
辺xzの重みが負の値-2のとき，
この閉路の重みの和は7-2>0

なので問題は生じない．
しかし，xzの重みが-9になると，

閉路の重みの和が負になるので
この閉路を回る度に重みの和が
減少する．
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先にも述べたように，負の重みの辺を許すと問題が複雑になる．負の重みをもつ辺が存在する場合に

は，最短経路問題は難しくなる．特に，重みの和が負であるような閉路が存在すると，その閉路を何度

も回ると重みはどんどん減るのでいくらでも短い経路ができてしまう．

スライドに示したグラフについて考えよう．このグラフには負の重みの辺は存在しない．xから zへの辺 xzを含む閉路は, xz; zxのみである．辺 xzの重みは，現在は 2であるが，これが負の
値�2であったとすると，この閉路の重みの和は 7� 2 > 0となるので問題は生じない．しかし，辺 xz
の重みが�9になると，閉路の重みの和が 7� 9 < 0となって負になるので，この閉路を回る度に重みの
和が減少することになる．
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最短経路問題の難しさ

２点間の経路は非常に多数存在しうる．
簡単な例はマンハッタンでの経路選択：

s

t

m本の縦の筋とn本の横の筋からなる街路において
左下の sから右上の t まで至る最短経路はnCm+n通り.

これは m, n に関しては指数関数．

問題：マンハッタンの例で最短経路がnCm+n通りあることを示せ．
m = n = 20のとき，この値はどの程度の大きさか？

カーナビゲーションシステムの普及により，２地点間の最短経路を求めるのはそれほど難しくないの

ではないかと思っている人々も多いが，アルゴリズム的にはそれほど簡単なものではない．まず，アル

ゴリズム的な観点から，最短経路問題の難しさについて考えてみよう．

簡単な例として，ニューヨークのマンハッタンのように碁盤の目のような道路を考えよう．２つの交差

点を指定したとき，その２点間の経路は非常に多数存在しうるが，きちんと評価するとどうなるだろう．m本の縦の筋と n本の横の筋からなる街路において左下の sから右上の tまで至る最短経路は � nm+n�
通りであることがわかる. これは m;nに関しては指数関数であり，少し広い地区を考えると，可能な経
路数は膨大な数になってしまう．

講義では示さないので，マンハッタンの例で最短経路が
� nm+n�通りあることを自分で解析してみよ．

さらに，m = n = 20のとき，この値はどの程度の大きさになるのか求めてみよ．桁数だけでよい．
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最短経路問題の難しさ

２点間の経路は非常に多数存在しうる．
簡単な例はマンハッタンでの経路選択：

s

t

m本の縦の筋とn本の横の筋からなる街路において
左下の sから右上の t まで至る最短経路はnCm+n通り.

これは m, n に関しては指数関数．

したがって，最短経路の候補をすべて列挙して最短の
ものを選ぶという素朴な方法では遅すぎる．

少し頂点が移動すると
最短経路に近い経路が
多数存在する．

ここに示したのは，先の格子で少しだけ頂点を移動させたものである．このように変形すると，最短

経路に近い経路が多数存在することになる．

したがって，最短経路の候補をすべて列挙して最短のものを選ぶという素朴な方法では遅すぎるし，

現実的ではない．
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最短経路問題の難しさ

辺の重みとして負の値を許したとき，経路の重みの単調性
（部分経路の長さは全体の経路より常に短いという性質）
が成り立たないので，問題が難しくなる．

負の重みの閉路を許しても，同じ辺を２度通らない経路
（単純な経路という）に限定すると，最短経路を定義する
ことができる．しかし，この状況で単純な最短経路を求める
問題は難しい（NP-困難）．

負の重みの閉路があっても，始点 s と目的地 tの間の経路

と関係のないところにしか存在しなければ，最短経路を
求めることができる．

最短経路問題の難しさを別の角度から眺めてみよう．

先に見たように，辺の重みとして負の値を許したとき，経路が長くなっても経路の重み（長さ）は減

ることがある．したがって，経路の重みの単調性（部分経路の長さは全体の経路より常に短いという性

質）が成り立たないので，問題が難しくなる．

負の重みの閉路を許しても，同じ辺を２度通らない経路（単純な経路という）だけに限定すると，最

短経路を定義することができる．しかし，単純な経路だけに限定するのが難しいので，このような制約

で最短経路を求めるのは難しい．実際，この形式での最短経路問題は NP-困難であることが知られてい
る．つまり，この問題に対して多項式時間のアルゴリズムは存在しそうにない．

また，負の重みの閉路があっても，始点 sと目的地 tの間の経路と関係のないところにしか存在しな
ければ，最短経路を求めることができる．

このページの記述はアルゴリズム的には少し高度である．道路地図上で最短経路を求める際には負の

重みなど考えられないが，最短経路問題は道路地図以外にも様々な応用がある．それらの応用では負の

重みも考えられる．ここでは，重みが負になると問題が難しくなる，ということだけを記憶しておけば

よい．
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グラフにおける最短経路の表現
始点sからグラフの各頂点までの最短経路は，それぞれの

頂点で一つ前の頂点を記憶するだけで表現できる．

入力のグラフと
始点sからの距離

２通りの異なる最短路木
（どちらでも距離は同じ）

問題：もう一通り最短路木が存在する．それを求めよ．
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(c)

さて，与えられたグラフの上で最短経路を見つけたとき，それをどのように表現すればよいだろう．

最短経路は始点から始まり目的地で終わる頂点の列として表現されるが，グラフ上では，経路上のそれ

ぞれの頂点に関して次の頂点さえ分かっていればよい．あるいは，それぞれの頂点で一つ前の頂点を記

憶するだけで表現できる．

スライドの図 (a)のグラフで，始点として左端の頂点 sを指定したとき，そこから他の頂点に至る最
短経路を表わす木（最短路木）は２通り考えられる．これは，始点からの最短経路が複数通りある頂点

が存在するためである．たとえば，始点 sから頂点 yへ行くのに，辺 (s; y)で直接行っても，頂点 tを介
して行っても，その距離はどちらも 5であり，これが最短経路である．さらに，右上の頂点 xへ至る道
についても，始点からの距離が 9である経路が２通り存在する．一つは，s; t; xという経路であり，もう
一つは s; t; y; xである．
実は，スライドの２つの木以外に，さらにもう一つ最短路木が存在する．それを求めてみよう．
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Ｅ地点に関する最短路木．

このスライドに示したのは，与えられた始点に関する最短路木である．少々複雑であるが，確かに最

短路木になっていることを確かめることができるだろう．
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最短路木

グラフGと，その一つの頂点sが与えられたとき，sに関する
Gの最短路木Tとは
•Tの頂点はGにおいてsから到達可能な頂点である．
•Tの根はsである．
•Tのすべての頂点 vについて，sから vに至るTの経路は
Gにおける sから tへの最短経路である．

sから tへの最短経路が複数個あるとき，そのうちの一つ
だけが木 Tの経路として残る．

今まで最短路木という用語を正式に定義せずに使ってきた．数学的に定義すると次のようになる．

グラフGと，その一つの頂点 sが始点として与えられたとき，sに関するGの最短路木 T とは, 次の
３つの性質をすべて満たす木のことである．(1) T の頂点は Gにおいて sから到達可能な頂点である．(2) T の根は sである．(3) T のすべての頂点 vについて，sから vに至る T の経路はGにおける sから tへの最短経路である．
ただし，sから tへの最短経路が複数個あるとき，そのうちの一つだけが木 T の経路として残る．ど
の最短経路を選ぶかで最短路木も違ってくるが，この木の上で根から木の頂点に至る経路は，対応する

頂点までの最短経路の一つになっており，したがって，その長さも最短経路の長さに等しい．
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グラフの指定方法
１．隣接行列

s   t   x   y   z
s   - 3   - 5   -
t   - - 6   2   -
x   - - - - 2
y   - 1   4   - 6
z   3   - 7   - -

隣接リスト形式
s t(3), y(5)
t x(6), y(2)
x z(2)
y t(1), x(4), z(6)
z s(3), x(7)

n都市のとき，nxnのメモリが必要．

しかし，２点間に辺があるかどうか
は定数時間で求めることができる．

辺数だけのメモリですむが，
２点間に辺があるかどうかは
探索しなければならない．
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では，もっと具体的に問題を考えてみよう．まず，グラフを入力しなければならない．そのためには，

グラフをどのような形式で表現するかを決めておかなければならない．最も単純な指定方法は，どの頂

点とどの頂点が隣接していて，どれとどれが隣接していないかを行列の形式で指定するものである．そ

のような行列は，隣接行列と呼ばれている．

スライドの左に示した行列は隣接行列の例である．たとえば，(s; t)に対応する要素（行 s，列 tの要
素）は 3という値をもっているが，これは頂点 sから頂点 tへの有向辺が存在し，その重みが 3だとい
うことを意味している．これに対して，(s; x)に対応する要素には"-"が書き込まれているが，これは頂
点 sから頂点 xへ至る有向辺は存在しないことを意味している．
隣接行列は分かりやすいのが最大の特徴である．n都市のとき，n� nのメモリが必要になるのが短
所であるが，２点間に辺があるかどうかは定数時間で求めることができるのも捨てがたい特徴である．

これに対してスライドの右に示したのは隣接リスト形式である．これは，各頂点について，そこから

出ていく辺の行先の頂点を重みと共にリスト形式で表現したものである．たとえば，s! t(3); y(5)とい
うのは，頂点 sから２本の辺が出ているが，ひとつは頂点 tに向う重み 3の辺であり，もうひとつは y
に向かう重み 5の辺であることを示している．
この表現方法を用いると，辺数だけのメモリですむのが利点である．しかし，２点間に辺があるかど

うかが知りたいときには，リストを先頭から探索しなければならないので，隣接行列のように定数時間

では無理である．
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各頂点 v で管理する情報
d[v] = 現在までに得られた始点 sからの最短経路の長さ
parent[v] = 現在までに得られた始点 sからの最短経路での親
status[v] = {未調査，調査中，距離確定}

status[v] = 未調査 まだ一度も調べていない
status[v] = 調査中 現在調査中で，最短距離は未確定
status[v] = 距離確定 vまでの距離が確定した．

頂点の状態は「未到達」から始まり，「調査中」を経て最後に
「距離確定」になる．すべての頂点が「距離確定」の状態になれば
終了．

初期設定
d[v] = 無限大
parent[v] = NIL
status[v] = 未調査
ただし，d[s] = 0. parent[s] = NIL, status[s] = 調査中

これから説明するアルゴリズムでは，それぞれの頂点 vで様々な情報を管理する．
最も大事なのは，各頂点 vについて，始点 sから vに至る経路の中で最短のものの長さであるが，こ
れを d[v℄として管理する．
すなわち，d[v℄ = 現在までに得られた始点 sから vへの最短経路の長さ
である．

最終的には最短経路を出力しなければならないので，現在までに得られている頂点 vまでの最短経路
において vの直前の頂点も記憶しておかなければならない．それが parent[v℄である．
また，アルゴリズムではすべての頂点について調べていくが，頂点 vの状態は，未調査の状態から始
まって，調査中の状態を経て，最後には距離確定の状態になる．このような状態を管理するのが status[v℄
である．

すなわち，status[v℄ = f未調査，調査中，距離確定 gであり，それぞれの状態の意味は下記の通りで
ある．(1) status[v℄ = 未調査　　まだ一度も調べていない(2) status[v℄ = 調査中　　現在調査中で，最短距離は未確定(3) status[v℄ = 距離確定　　 vまでの距離が確定した．
頂点の状態は「未到達」から始まり，「調査中」を経て最後に「距離確定」になる．すべての頂点が「距

離確定」の状態になれば終了である．

アルゴリズムを始めるときには，これらの値は次のように初期設定されていなければならない．d[v℄ =　無限大　parent[v℄ = NILstatus[v℄ = 未調査
ただし，d[s℄ = 0. parent[s℄ = NIL, status[s℄ = 調査中　である．
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基本的な考え方
常に，「調査中」の頂点vの集合をd[v]の値をキーとして
管理しておき，d[v]の値が最小の頂点uを取り出す．
頂点uの状態を「距離確定」に変更する．
頂点uから出る辺(u,v)それぞれについて，
この辺を使った方がd[v]の値が改善できるか調べる.

改善できるなら，d[v]の値を変更する．
if d[u] + w(u, v) < d[v] then d[v] = d[u] + w(u, v)

上記の操作をすべての頂点が「距離確定」の状態になるまで
繰り返す．

アルゴリズムの基本的な考え方は次の通りである．

常に，「調査中」の頂点 vの集合を d[v℄の値をキーとして管理しておき，毎回，d[v℄の値が最小の頂点uを取り出し，頂点 uの状態を「距離確定」に変更する．頂点 uから出る辺 (u; v)それぞれについて，こ
の辺を使った方が d[v℄の値が改善できるか調べる. 改善できるなら，d[v℄の値を変更する．
具体的には，

　　 if d[u℄ + w(u; v) < d[v℄ then d[v℄ = d[u℄ + w(u; v)
を実行する．

上記の操作をすべての頂点が「距離確定」の状態になるまで繰り返すと，すべての頂点の距離が確定

する．
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緩和法

w(u, v)=2の重みをもつ辺に対する緩和操作
始点sから頂点uまでの距離の推定値をd[u]として管理．
(a)の場合

d[u]=5, d[v]=9, w(u,v)=2のとき，d[v]=5+2=7に改善
(b)の場合

d[u]=5, d[v]=6, w(u,v)=2のとき，d[v]の値に改善なし

u v

65
2

u v

65
2

Relax(u, v, w)

u v

95
2

u v

75
2

Relax(u, v, w)

(a) (b)

ここまで述べてきた方法が緩和法と呼ばれる方法である．スライドに示した図は，緩和法の原理を図

示したものである．

いま，頂点 uと vを結ぶ辺に関する緩和操作を行うものとする．辺 (u; v)の重みは 2であり，現在のuと vの距離値 d[u℄と d[v℄は d[u℄ = 5; d[v℄ = 9である．つまり，両者の距離の差は 4である．しかし，
辺 (u; v)の重み w(u; v)は 2であるから，uまで距離 5で行けるなら，vにはさらに辺の重み 2だけを加
えた 5 + 2 = 7で行けることがわかる．この新たな距離が現在の距離値より小さいので，vの距離値 d[v℄
を 7に改善することができる．
一方，スライドの右の図に示すように，d[u℄ = 5; d[v℄ = 6 と両者の距離値の差が 1しかない時には，uから vにそれより長い 2の辺 (u; v)を通って行っても距離値は改善できない．
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実行例
始点 s = a

調査中の頂点={s=a}

距離確定の頂点=空
未調査の頂点={b, c, d, e}

調査中の頂点から a を選択し，
aから出る辺(a, b), (a, c)について

緩和操作を実行

d[b] = 2
d[c] = 5

調査中の頂点={b, c}

距離確定の頂点={a}

未調査の頂点={d, e}

6

6

与えられた始点から出る辺から始めて緩和操作を繰り返し，すべての頂点が距離確定の状態になった

とき，アルゴリズムは終了する．このスライドは，アルゴリズムの動作例を示したものである．

まず，始点が s = aとして指定される．調査中の頂点の集合は，最初は sだけなので，fs = agである．
また，距離確定の頂点の集合も空である．未調査の頂点の集合は，残りの頂点すべてなので，fb; ; d; eg
である．

さて，調査中の頂点の集合は aだけなので，これを選択し，aから出る辺 (a; b); (a; )について緩和操
作を実行する．

この緩和操作により，スライドの下の図に示すように，d[b℄ = 2; d[℄ = 5という結果を得る．緩和操
作で bと にも到達したので，これらを調査中とする．よって，調査中の頂点の集合は fb; gとなる．b
も も距離は確定していないので，距離確定の頂点の集合は fagのままである．しかし，未調査の頂点
の集合は fd; egとなっている．
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実行例

調査中の頂点={b, c}
d[b] = 2, d[c] = 5

調査中の頂点から b を選択し，
bから出る辺(b, c), (b, d)について

緩和操作を実行

d[c] > d[b]+w(b,c)=2+2 d[c]=4
d[d] = 2+5 = 7

調査中の頂点={c, d}

距離確定の頂点={a,のb}

未調査の頂点={e}
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e
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2 7

∞4

0

6

6

さて，調査中の頂点の集合 fb; gにおいて，距離値が最小の頂点を選ぶ．d[b℄ = 2; d[℄ = 5 であるか
ら，bが選ばれることになる．これは，頂点 bの距離値が 2として確定したことを意味している．
そこで，スライドの上の図のように，bから出る辺 (b; ); (b; d)について緩和操作を実行する．
このとき，d[℄ > d[b℄ +w(b; ) = 2 + 2であるから，d[℄ = 4となる．また，頂点 dについても無限大
の距離値から d[d℄ = 2 + 5 = 7 に減る．この操作によって，調査中の頂点集合は f; dgとなる．また，b
の距離も確定したので，距離確定の頂点集合は fa; bg となる．まだ未調査の頂点は eだけである．
スライドの下の図は緩和操作実行後の距離値がどのように変化したかを示したものである．
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実行例
調査中の頂点={c, d}
d[c] = 4, d[d] = 7

調査中の頂点から c を選択し，
cから出る辺(c, b), (c, d), (c, e)に

ついて緩和操作を実行

d[b] =2 < d[c]+w(c, b)=4+1
d[d] =7 < d[c]+w(c,d)=4+4
d[e] = 10

調査中の頂点={d, e}

距離確定の頂点={a,b,c}

未調査の頂点={ }
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6

さて，調査中の頂点集合は f; dgである．それらの距離値は，d[℄ = 4; d[d℄ = 7であるから，この集
合の中から を選択し，から出る辺 (; b); (; d); (; e)について緩和操作を実行する．
頂点 bについては，d[b℄ = 2 < d[℄ + w(; b) = 4 + 1であるから，距離値は変わらない．頂点 dにつ
いても，d[d℄ = 7 < d[℄ +w(; d) = 4 + 4であるから変わらない．頂点 eは初めて調査する頂点なので，d[e℄ = 10となる．これにより，調査中の頂点集合は fd; egとなり，距離確定の頂点集合は fa; b; gとな
る．すべて調査に入ったので，未調査の頂点集合は空集合である．
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実行例
調査中の頂点={d, e}
d[d] = 7, d[e] = 10

調査中の頂点から d を選択し，
dから出る辺(d, e)について

緩和操作を実行

d[e] =10 >d[d]+w(d,e)=7+2=9
d[e] = 9

調査中の頂点={e}

距離確定の頂点={a,b,c,d}

未調査の頂点={ }

a

b

c

d

e

2

5

2 1

3

5

2 7
4

2 7

104

0

6

a

b

c

d

e

2

5

2 1

3

5

2 7
4

2 7

94

0

6

実際には，１頂点を除いてすべて距離が確定したので，
この時点で終了することができる．
（最後の緩和操作は必要なし）

調査中の頂点集合は fd; egであるが，d[d℄ = 7; d[e℄ = 10 であるから，これらの頂点から dを選択し，dから出る辺 (d; e)について緩和操作を実行する．d[e℄ = 10 > d[d℄ +w(d; e) = 7 + 2 = 9であるから，d[e℄ = 9として頂点 eの距離値を減らす．これで，
調査中の頂点集合は eだけとなった．また，距離確定の頂点集合は, fa; b; ; dgである．未調査の頂点集
合は空集合のままである．

実際には，１つの頂点を除いてすべて距離が確定したので，この時点で終了してもよい．つまり，最

後の緩和操作は必要ない．

ここでアニメーションを示そう．
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演習問題
下記のグラフにs=Aとして先に述べたアルゴリズムを適用せよ．

演習問題を考えよう．下記のグラフに s = Aとして先に述べたアルゴリズムを適用してみよう．距離
値がどのように変化するかを記録しよう．
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ダイクストラの最短経路アルゴリズム

初期化操作を行った後，始点sからの距離d(s,v)が求まった
頂点の集合をSとして管理しながら，V-Sの中から，最短路
推定値d[u]が最小である頂点uを選び，uをSに追加し，uから

出る辺に対して緩和操作を施すことを繰り返す．

すべての頂点vについて, d[v]=∞, parent(v)=NILとする．
始点sについて，d[s]=0 とする．
集合Sを空集合に初期化する．
while( V-S が空でない){

V-Sの中でd[u]の値が最小の頂点uを選ぶ．
uをSに加える．
for uから出るすべての辺(u, v) do

緩和操作relax(u,v)を実行．
}

今までに述べてきたアルゴリズムは，ダイクストラの最短経路アルゴリズムとして知られている有名

なアルゴリズムである．

このアルゴリズムでは，初期化操作を行った後，始点 sからの距離 d(s; v)が求まった頂点の集合を S
として管理しながら，まだ距離の確定していない頂点集合 V �Sの中から，最短路推定値 d[u℄が最小で
ある頂点 uを選び，uを Sに追加し，uから出る辺に対して緩和操作を施すことを繰り返す．
具体的なアルゴリズムは次の通りである．

まず，すべての頂点 vについて, d[v℄ =∞, parent(v)=NILとする．
始点 sについて，d[s℄ = 0 とする．
集合 Sを空集合に初期化する．V � S が空でない間，以下を繰り返す．fV � Sの中で d[u℄の値が最小の頂点 uを選ぶ．uを Sに加える．for uから出るすべての辺 (u; v) do
緩和操作 relax(u; v)を実行する．g V � S が空になれば，すべての頂点について始点からの距離が確定したので終了すればよい．実際に

は，この後で各頂点の距離値 d[v℄を出力することになる．
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ダイクストラ法の計算時間

単純なデータ構造でV-Sを管理する場合
初期化：O(|V|)時間（頂点数に比例）

すべての頂点が一度だけ選ばれて，その頂点から出る辺に
ついて緩和操作を繰り返すから，
繰り返しの回数はO(|V|)回

また，緩和操作は各辺について一度だけ実行され，緩和操作に
おけるd[.]の値の変更も定数時間でできるから，
全体ではO(|E|)時間（辺数に比例する時間）

後は，V-Sの中からd[.]の値が最小のものを選ぶための時間．

単純にV-Sの中でd[.]の値が最小のものを選ぶなら，１回につ
きO(|V-S|)時間かかる．したがって，全体では，

)|||(||||||)(|
}{

2VS

sS
VEOSVVEO

では次に，ダイクストラ法の計算時間を解析してみよう．

計算時間は，どのようなデータ構造を用いるかによって異なる．最初に，単純なデータ構造でまだ距

離値が確定していない頂点の集合 V � Sを管理する場合について考えてみよう．
まず，初期化にはO(jV j)時間の時間，すなわち，頂点数に比例する時間がかかる．毎回のループでは，
すべての頂点が一度だけ選ばれて，その頂点から出る辺について緩和操作を繰り返すから，繰り返しの

回数はO(jV j) 回である．
また，緩和操作は各辺について一度だけ実行され，緩和操作における d[:℄の値の変更も定数時間でで
きるから，全体では O(jEj) 時間，すなわち，辺数に比例する時間でできる．
後は，V �Sの中から d[:℄の値が最小のものを選ぶための時間が必要になる．単純に V �Sの中で d[:℄
の値が最小のものを選ぶなら，１回につき O(jV � Sj)時間かかる．したがって，全体では，O(jEj) +PS=VS=fsg jV j � jV � Sj = O(jEj+ jV j2)
の時間となる．
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ダイクストラ法の計算時間(2)

平衡分探索木でV-Sを管理する場合

初期化の時間と繰り返しの回数は同じ．
緩和操作におけるd[.]の値の変更はO(log |V|)時間でできる

から，
全体ではO(|E|log |V|)時間

V-Sの中からd[.]の最小値を選ぶための時間もO(log |V|)．

したがって，全体では，
O(|E| log |V|)時間

ということになる．

A.単純なデータ構造でV-Sを管理する場合 O(|E|+|V|2)
B.平衡分探索木でV-Sを管理する場合 O(|E|log |V|)

|E|=O(|V|2)なら，単純なデータ構造が有利
|E|=o(|V|2)なら，平衡２分探索木が有利

もっと複雑なデータ構造を使えばどうだろう？たとえば，平衡分探索木で V � Sを管理する場合につ
いて考えてみよう．

初期化の時間と繰り返しの回数は同じである．緩和操作における d[:℄の値の変更は，２分探索の要領
でできるから，O(logjV j)時間でできる. よって，全体ではO(jEj log jV j)時間となる．また，V � Sの
中から d[:℄の最小値を選ぶための時間も O(log jV j)である．したがって，全体では，O(jEj log jV j)時間
ということになる．

まとめると次のようになる．２つの場合が考えられる．A.単純なデータ構造で V � Sを管理する場合の計算時間は O(jEj + jV j2)である．
一方，B.平衡分探索木で V � Sを管理する場合は，計算時間が O(jEj log jV j)となる．
これより，jEj = O(jV j2)なら，単純なデータ構造が有利で，jEj = o(jV j2)なら，平衡２分探索木が有利だ
ということになる．
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ダイクストラ法の高速化（理論的）
フィボナッチヒープという特殊なデータ構造を用いると，
緩和操作におけるd[.]値の変更が全体でO(|E|)時間で可能
（１回当たりに直すとO(1)時間）．
また，d[.]値の最小値もO(log |V|)時間で求めることが可能．

よって，全体の計算時間は
O(|E| + |V| log |V|).

前頁のスライドで，単純なデータ構造のほうが良い場合があることを知った．アルゴリズムの理論研

究者にとっては，このようなことは受け入れがたいことであるので，どんな場合でも単純なデータ構造

より優れたアルゴリズムおよびデータ構造の研究がなされてきた．

その結果，ダイクストラ法の高速化に成功したが，これはあくまで理論的な結果であって，実際の役

にはあまりたたないことに注意しておく必要がある．

得られたデータ構造は，フィボナッチヒープと呼ばれるものである．この特殊なデータ構造を用いる

と，緩和操作における d[:℄値の変更が全体で O(jEj)時間で可能になる．つまり，１回当たりに直すとO(1)時間ということになる．
また，d[:℄値の最小値も O(log jV j)時間で求めることが可能である．よって，全体の計算時間は，O(jEj+ jV j log jV j)
となる．これは辺の本数 jEjが O(jV j)から O(jV j2)の間のどんな値を取っても，単純なデータ構造を
使ったときの計算時間 O(jEj + jV j2)より良い．
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ダイクストラ法における探索
基本的には始点を中心とする円を拡大しながら探索を行う．

ｓ
s t

t とは逆方向にも探索していることに注意

アルゴリズムで探索のための辺を延ばすとき，目的地 tが考慮
されていないので，sから同心円状に探索が進むことに注意．

ダイクストラ法ではどんな風に探索を行っているだろうか．ダイクストラ法では，始点から始めて，

距離値が決まった頂点に接続する辺をすべて調べる．したがって，探索の様子を眺めると，始点を中心

とする円を拡大しながら探索を行っているように見える．

つまり，目的地 tとは逆方向にも探索しているのである．
アルゴリズムの記述を思い出してみれば，アルゴリズムで探索のための辺を延ばすとき，目的地 tが
考慮されていないことが分るだろう．したがって，始点 sから同心円状に探索が進むのである．
ここで実際にダイクストラアルゴリズムの動作をアニメーションで見てみよう．
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ダイクストラ法の効率化
始点からだけではなく，目標点からも逆方向に経路を探索．
両方からの探索の円が衝突すれば最短経路が見つかる．

ｓ
s t

ｓ

漸近的な計算時間は変わらない（オーダーを改善する
ほどのものではない）．

ダイクストラ法の効率を実質的に改善する方法として様々な方法が考えられる．

たとえば，始点からだけではなく，目標点からも逆方向に経路を探索というのも効果的である．この

場合，両方からの探索の円が衝突すれば最短経路が見つかったことになる．

しかし，このような改善の多くは漸近的な計算時間の改善につながるものではない．つまり，オーダー

を改善するほどのものではない．
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