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1 序章

1.1 はじめに

偏微分方程式の数学的解法は古くから研究されている。しかし、解析的に且つ具体的に解けるのは限られた
場合だけである。1時代前は級数を用いた未定係数が利用されたが、近年の計算機および数値解法の発展によ
り、偏微分方程式の実用に当たっては数値解析法を用いることが多い。本研究では、この数値解析を利用して、
偏微分方程式をシミュレーションするための基本理論と技法を身につけることを目的としている。

1.2 本論文の構成

第 1章では研究背景及び目的と、本論文の構成を示す。第 2章には、数値解析を行う場合に考慮しなければ
ならない誤差について説明する。第 3章では、偏微分方程式の解析のために必要とされる基本理論について説
明する。第 4章では、偏微分方程式の数値解法として、差分法について説明する。

2 誤差と桁落ち

2.1 誤差の種類について

数値解析を行う際に、様々な誤差が生じている。誤差とは、真の値 xの近似値を aとする時、c = a − xを
aの誤差という。この誤差を評価して、近似の程度の良さを判定する。この判定には 2つの方法がある。1つ
は絶対値 |c| = |a − x|による絶対誤差を評価する方法である。2つ目は誤差と真の値の比を取った

cR =
e

x
=

a − x

x

相対誤差 cRを利用するものである。
計算機で扱う数は無限桁の数ではなく、有限桁の数である。そのため計算機は有効桁数の範囲で、取り扱っ
いる数値で打ち切ってしまう。この操作によって、生ずる誤差を丸め誤差という。
次に打ち切り誤差とは、例えば関数 f(x) = exの無限級数展開

f(x) = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · , −∞ < x < ∞

を有限項で打ち切って得られる関数 fn(x)

fn(x) = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · +

xn

n!

によって生じた打ち切り誤差 c(x)は

c(x) ≡ fn(x) − f(x) = − xn+1

(n + 1)!
− xn+2

(n + 2)!
− · · ·

になる。これにより打ち切り誤差を評価できる。
また関数 f(x)に、真の値 xの代わりとして近似値 aを代入して生ずる誤差 f(x) − f(a)を代入誤差という。
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2.2 桁落ちについて

次に、誤差と関連して計算の精度を低下させる桁落ちについて説明する。
桁落ちとは、有効数字の桁数が計算により急激に減少することである。桁落ちが起ると、近似値と計算値の
相対誤差が大きくなる。
例えば、a = 1.23456, b = 1.23421を、それぞれ真の値 x, yの近似値とするとき、

a − b = 0.000035 = 0.35 × 10−3

となり、有効桁数が 6から 2に減る。この時の a, bの相対誤差の限界は 0.5 × 10−5/1.234 < 0.41 × 10−5であ
り、その差 a − bの相対誤差 eRの限界は、

|eR| =
∣∣∣∣(x − y) − (a − b)

a − b

∣∣∣∣ ≤ (x − a) − (y − b)
|a − b| ≤ 10−5

0.35 × 10−3
= 0.29 × 10−1

となり、これは、a,bの相対誤差の限界より大きくなってしまっている。よって計算する上で、桁落ちが起き
ないように注意すべきである。また行列の計算時に良くみられる現象であり、倍精度指定などの措置を用いる
ことが多い。

2.3 情報落ちについて

また情報落ちとは絶対値の差が大きな 2数の加減算で、小さな値の方の数が無視されてしまう現象のことで
ある。
例えば、a = 123456.78, b = 0.012345678, c = 0.0012345678のとき、有効桁数 8桁として計算すると

a + b = 123456.79 a + c = 123456.78 = a

となり、aに対して bと cの影響がほとんどなくなってしまう。
以上のような誤差を減らすように解析しなければならない。

3 数値解析の基本理論

3.1 補間

相違なる n + 1個の点 x0, x1, · · · , xnにおける f(x) の値 f(x0), f(x1), · · · , f(xn)が分かっているとき、n次
の式 g(x)が

g(xj) = fj = f(xj) (j = 0, 1, · · · , n) (3.1)

を満たす関数 g(x)を f(x)の補間関数という。特に、 g(x)が多項式のとき、

g(xi) = c0 + c1xi + c2xi + · · · + cnxn
i = f(xi),

となる g(xi)を補間多項式という。xj (j = 0, 1, · · · , n)と異なる xにおける関数 f(x)の近似値を g(x)、つまり

f(x) ≈ g(x)

として求める方法を補間法という。
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次に補間法の 1つである、ラグランジュ補間公式について説明する。n次の補間多項式Ln,k(x), k = 0, 1, · · · , n
によって、g(x)が

g(x) =
n∑

k=0

ckLn,k(x) (3.2)

で表されるとする。もし Ln,k(x)が

Ln,k(x) =

{
0, x = xj , j �= k

1, x = xk
(3.3)

であれば、
g(xi) = ci i = 0, 1, · · · , n

となるから、ci = f(xi), i = 0, 1, · · · , nとおけば g(x)は補間条件を満たす。そして、多項式

Li,k(x) =
n∏

i=0,i�=k

x − xi

xk − ki
(3.4)

は (3.3)の条件を満たしていて、これをラグランジュの補間係数関数といい、(3.2)を、ラグランジュの補間多
項式という。付録 1にラグランジュ補間公式を用いて、数値解析したプログラミングソースを示した。

3.2 ニュートン法による近似

ニュートン法は代数方程式の近似解を求めるものである。ここで x = xk−1dで関数 yの値 f(xk−1)が与えら
れた時、その xk−1から微小区間 h離れた xk, (h = xk − xk−1)についてテイラー展開すると

f(xk) = f(xk−1) + (xk − xk−1)f ′(xk−1) +
(xk − xk−1)2

2
f ′′(xk − xk−1) + · · · (3.5)

となる。この (3.5)式の第 3項以降を無視した、

f(xk) = f(xk−1) + (xk − xk−1)f ′(xk−1) (3.6)

すなわち直線近似を考える。ここで、方程式 f(x) = 0の真の解 xを求める代わりに、近似的に一次方程式 3.6
の解 xkを求めるために (3.6)式に f(xk) = 0とおいて求めらる式

xk = xk−1 − f(xk−1)
f ′(xk−1)

(3.7)

で得られた xkが一次近似解となる。これを再び xk−1に再び代入して繰り返し計算する。この様にして真の解
xへの漸近解を求める方法をニュートン（あるいはニュートン-ラフソン）法という。付録 2に数値解析した結
果とプログラミングソースを示した。

3.3 積分について

関数 f(x)が閉区間 [a, b]で積分可能であるとき、その定積分

∫ b

a
f(x)dx (3.8)
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の近似値を求める公式を説明する。大部分の関数の原始関数を見つけ出すのは難しい。そのような関数の定積
分の近似値を数値解析により求める場合は、積分区間を有限個とした離散的取り扱いになる。いくつかの数値
積分法について説明する。
区分求積法は、 [a, b]で連続な関数 f(x)において a から bを n等分してその分点を xi (i = 0, 1, 2, · · · , n)と
したときの f(xi)と刻み幅 hの積の和で近似する方法で (3.9)式となる。

∫ b

a
f(x)dx ≈ h(f(x1) + f(x2) + · · · + f(xn)),

≈ h(f(x0) + f(x1) + · · · + f(xn−1)), (h = (b − a)/n) (3.9)

複合台形公式は、区間 [a, b]をm等分してその分点を xj とし、各小区間 [xj−1, xj ] で台形公式を適用して近
似する方法で (3.10)式になる。

∫ b

a
f(x)dx =

m∑
j=1

∫ xj

xj−1

f(x)dx ≈
m∑

j=1

h

2
(fj−1 + fj) (3.10)

よって (3.10)式より、
∫ b

a
f(x)dx ≈ h

2
(f0 + fm) + h(f1 + f2 + . . . + fm−1), (h = (b − a)/m) (3.11)

を得る。付録 3に複合台形公式の用いた数値解析を行った結果とプログラムソースを示した。

3.4 オイラー法

1階の常微分方程式の初期値問題を求める数値解析法の 1つであるオイラー法について説明する。次の (3.12)
式

dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0 (3.12)

で、真の解が y(x) = yとする。この y(x)の近似解 Yj を求めることを考える。この y(x)に対して

y(xj) = y(xj−1) + hφ(xj−1, y(xj−1); h) (3.13)

とおけば、 φは一般に複雑な関数になる。これを比較的簡単な関数 F で近似して (3.13)式に対応した近似式

Yj = Yj−1 + hF (xj−1, Yj−1; h) (3.14)

により、Yj の値を求める。(3.14)式は Yj に関する差分方程式であり、F (x, y(x); h)を勾配関数という。この
勾配関数の選び方により、それぞれに数値解析法の名前がつけられている。ここで、f(x, y)が十分な微分可能
性を持っているとして、関数 φを求める。y′ = f(x, y)の解 y(x)に対して微小区間 hにおいて、テイラーの定
理より、

y(x + h) = y(x) + hy′(x) +
h2

2!
y′′(x) + · · · +

hp

p!
y(p)(x) +

hp+1

(p + 1)!
y(p+1)(x + θh)

= y(x) + hf(x, y(x)) +
h2

2!
d

dx
f(x, y(x)) + · · · +

hp

(p)!
dp−1

dxp−1
f(x, y(x))

+
hp+1

(p + 1)!
dp

dxp
f(x + θh, y(x + θh)), 0 < θ < 1 (3.15)
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よって (3.15)式より、

φ(x, y(x); h) = f(x, y(x)) +
h

2!
d

dx
f(x, y(x)) + · · · +

hp−1

p!
dp−1

dxp−1
f(x, y(x))

+
hp

(p + 1)!
dp

dxp
f(x + θh, y(x + θh)) (3.16)

である。ここで、勾配関数 F として、

F (x, y(x); h) = f(x, y(x)) +
h

2!
d

dx
f(x, y(x)) + · · · +

hp−1

p!
dp−1

dxp−1
f(x, y(x)) (3.17)

とおけば、(3.16)、(3.17)式より

|F (x, y(x); h) − φ(x, y(x); h)| = O(hp) (3.18)

(3.18)式が成り立つ。このときの近似公式 (3.14)式を p次の公式という。
オイラー法は p = 1の時の近似公式 (3.14)式を使用する方法である。p = 1 から (3.17)式より、

F (x, y(x); h) = f(x, y(x)) (3.19)

であるから、オイラー法のアルゴリズムは (3.14)、(3.19)式より以下のようになる。

Y = y0

Yj = Yj−1 + hf(xj−1, Yj−1)

xj = xj−1 + h (j = 1, 2, · · · , n)

3.5 ホイン法

ホイン法は p次の近似公式 (3.14)式の p = 2の時を使用した方法である。p = 2及び (3.19)式より、

F (x, y(x); h) = f(x, y(x)) +
h

2!
d

dx
f(x, y(x)) (3.20)

ここで、y(x)が (3.12)式の解であることに注意して、合成関数の偏微分を適用すると、

∂f(x, y(x))
∂x

= fx(x, y(x)) + fy(x, y(x))y′(x)

= fx(x, y(x)) + f(x, y(x))fy(x, y(x)) (3.21)

ここで、

fx(x, y(x)) =
∂f

∂x

fy(x, y(x)) =
∂f

∂y
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である。よって、(3.20)、(3.21)式より、

F (x, y(x); h) = f(x, y(x)) +
h(fx(x, y(x)) + f(x, y(x))fy(x, y(x)))

2
(3.22)

となる。ここで、偏導関数を含まない形である (3.23)式

F (x, y(x); h) = αf(x, y(x)) + βf(x + γh, y + γhf(x, y(x))) (3.23)

の形に (3.22)式が変換できれば簡単になる。2変数のテイラー展開により得られる (3.24)式

f(x + γh, y + γhf(x, y(x))) = f(x, y(x)) + γhfx(x, y(x)) + γhf(x, y(x))fy(x, y(x)) + O(h2) (3.24)

を、(3.23)式に代入すると、

F (x, y(x); h) = αf(x, y(x)) + β{f(x, y(x)) + γhfx(x, y(x)) + γhf(x, y(x))fy(x, y(x)) + O(h2)}
= (α + β)f(x, y(x)) + βγh{fx(x, y(x)) + f(x, y(x))fy(x, y(x))} + O(h2) (3.25)

ここで、F = F (x, y(x); h), f = f(x, y(x)), fx = fx(x, y(x)), fy = fy(x, y(x))と簡略化すると、(3.22)式、
(3.25)式はそれぞれ

F = f + h(fx + ffy)/2 (3.26)

F = (α + β)f + βγh(fx + ffy) + O(h2) (3.27)

なるので、両式を比較して、α + β = 1, βγ = 1/2 とおく。ここで、βの部分を λとしてパラメータにすると、
(3.23)式は、

F (x, y(x); h) = (1 − λ)f(x, y(x)) + λf(x +
h

2λ
, y +

h

2λ
f(x, y(x))) (3.28)

と書け、(3.17)、(3.18)、(3.19)、(3.27)、(3.28)式より

|F (x, y(x); h) − φ(x, y(x); h)| = O(h2)

となる。よって、(3.28)式で定義された F をもって定められた (3.14)式の近似公式

Yj = Yj−1 + hF (xj−1, Yj−1; h)

は、2次の公式と呼ばれる。特に、λ = 1/2とおいた (3.29)式

F (x, y(x); h) =
1
2

(f(x, y(x)) + f(x + h, y + hf(x, y(x))) (3.29)

を用いて解く方法をホイン法という。Yj = y(xj)として (3.14)、(3.25)式より

Yj = Yj−1 + h(f(xj−1, Yj−1) + f(xj−1 + h, Yj−1 + hf(xj−1, Yj−1))/2 (3.30)

となるから、アルゴリズムは以下のようになる。初期値 y0が与えられた時、各 j (j = 1, 2, · · · , n)に対して、

Y0 = y0

k1 = hf(xj−1, Yj−1)

k2 = hf(xj−1 + h, Yj−1 + k1)

Yj = Yj−1 +
1
2

(k1 + k2)

xj = xj−1 + h
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3.6 ルンゲクッタ法

ルンゲクッタ法は p次の近似公式の p = 4の時を使用したものを考える。まず、

k1 = f(x, Y ) (3.31)

k2 = f(x + αh, Y + βk1) (3.32)

k3 = f(x + α1h, Y + (β1k1 + γ1k2)h) (3.33)

k4 = f(x + α2h, Y + (β2k1 + γ2k2 + δ2k3)h) (3.34)

(3.35)

とおく。ここで、(3.15)式を考えると、y′ = f(x, y(x))であるから、y′′, y′′′についても同様にして

y′′ =
df

dx
=
(

∂

∂x
+ f

∂

∂y

)
f = fx + ffy (3.36)

y′′′ =
d2f

dx2
=
(

∂

∂x
+ f

∂

∂y

)
(fx + ffy) = fxx + fxfy + ffxy + ffyx + ff2

y + f2fyy (3.37)

となる。ここで、

D =
∂

∂x
+ f0

∂

∂y

とおく。ただし、f0 = f(x0, y0)とする。また以下においては [· · ·]0は、x = x0, y = y0における関数値を表す
ものとする。y′, y′′, y′′′はそれぞれ

y′0 = f0

y′′0 = [fx + ffy]0 = [Df ]0

y′′′0 = [fxx + 2ffxy + f2fyy + fy(fx + ffy)]0 = [D2f + fyDf ]0

これらを用いれば、(3.16)式で、x = x0の時は以下のように表すことができる。

φ(x0, y(x0); h) =
[
f +

h

2!
Df +

h2

3!
(D2 + fyD)f

+
h3

4!
(D3 + fyD

2 + f2
y D + 3D2fy)f

]
0
+O(h5) (3.38)

ただし、

Dl =
l∑

k=0

(
l

k

)
f l−k
0

∂l

∂xk∂yl−k

ここで、(3.16)式の p = 4について考えるが一般に

f(x + u, y + v) =
∞∑
l=0

1
l!

(
u

∂

∂x
+ v

∂

∂y

)l

f(x, y)

が成り立つから、ここで

Dl
1 =

l∑
k=0

(
l

k

)
αk(βf0)l−k ∂l

∂xk∂yl−k
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とすると

D1 = α
∂

∂x
+ βf0

∂

∂y

より、

hD1 = αh
∂

∂x
+ βhf0

∂

∂y
≡ D11

とおく。すると、

k1 = f(x0, y0) = f0 (3.39)

k2 = f(x0 + αh, y0 + βf0h)

=

[
f + D11f +

D2
11f

2!
+

D3
11f

3!
+

D4
11f

4!
+ · · ·

]
0

=

[
f + hD1f +

h2

2!
D2

1f +
h3

3!
D3

1f +
h4

4!
D4

1f + · · ·
]

0

(3.40)

と表せる。次に

Dl
2 =

l∑
k=0

(
l

k

)
αk

1{(β1 + γ1)f0}l−k ∂l

∂xk∂yl−k

とすると

D2 = α1
∂

∂x
+ (β1 + γ1)f0

∂

∂y

より

hD2 = α1h
∂

∂x
+ (β1 + γ1)hf0

∂

∂y

とおくと、

α1h
∂

∂x
+ (β1k1 + γ1k2)h

∂

∂y
= hD2 + (β1k1 + γ1k2 − β1k1 − γ1k1)h

∂

∂y

= hD2 + (k2 − f0)γ1h
∂

∂y

= hD2 + γ1h
2

[
D1f +

h

2!
D2

1f +
h2

3!
D3

1f + · · ·
]

0

∂

∂y
≡ D21

よって

k3= f [x0 + α1h, y0 + (β1k1 + γ1k2)h]

=

[
f + D21f +

D2
21f

2!
+

D3
21f

3!
+

D4
21f

4!
+ · · ·

]
0

=
[
f +

{
hD2 + γ1h

2

[
D1f +

h2

2!
D2

1f +
h2

3!
D3

1f + · · ·
]

0

∂

∂y

}
f

+
1
2!

{
h2D2

2 + 2hD2γ1h
2
[
D1f +

h

2!
D2

1f + · · ·
]
0

∂

∂y
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+ γ2
1h4

[
D1f +

h

2!
D2

1f + · · ·
]2
0

∂2

∂y2

}

+
1
3!

{
h3D3

2 + 3h2D2
2γ1h

2
[
D1f +

h2

2!
D2

1f + · · ·
]
0

∂

∂y
+ · · ·

}
f + · · ·

]
0

=
[
f + hD2f +

h2

2!
D2

2f +
h3

3!
D3

2f + · · · + γ1h
2
{

fyD1f +
h

2!
fyD

2
1f

+ hD1fD2fy +
h2

3!
fyD

3
1f +

h2

2!
D2

1fD2fy +
h2

2!
γ1fyy(D1f)2

+
h2

2!
D1fD2

2fy + · · ·
}]

0
(3.41)

となる。また、

Dl
3 =

l∑
k=0

(
l

k

)
αk

2{(β2 + γ2 + δ2)f0}l−k ∂l

∂xk∂yl−k

とすると、

D3 = α2
∂

∂x
+ (β2 + γ2 + δ2)f0

∂

∂y

より

hD3 = α2h
∂

∂x
+ (β2 + γ2 + δ2)hf0

∂

∂y

おけば、

α2h
∂

∂x
+ (β2k1 + γ2k2 + δ2k3)h

∂

∂y

= hD3 + (β2k1 + γ2k2 + δ2k3 − β2f0 − γ2f0 − δ2f0)h
∂

∂y

= hD3 + [γ2(k2 − f0) + δ2(k3 − f0)]h
∂

∂y

= hD3 + h2
[
γ2

{
D1f +

h

2!
D2

1f +
h2

3!
D3

1f + · · ·
}

+ 2δ2γ1hfyD1f) +
h2

3!
D3

1f +
h2

2!
γ1fyD

2
1f + h2γ1D1fD2fy + · · ·

}]
0

∂

∂y
≡ D31

したがって

k4=
[
f + D31f +

D2
31f

2!
+

D3
31f

3!
+

D4
31f

4!
+ · · ·

]
0

=
[
f + hD3f + h2fy

{
γ2

(
D1f +

h

2
D2

1f +
h2

3!
D3

1f + · · ·
)

+ δ2

(
D2f + hγ1fyD1f +

h

2
D2

2f +
h2

2
γ1fyD

2
1f + h2γ1D

2
1fD2fy +

h2

3!
D3

2ffy + · · ·
)}

+
1
2!

{
h2D2

3f + 2h3D3fy

(
γ2

(
D1f +

h

2
D2

1f +
h2

3!
D3

2f + · · ·
)

+ δ2

(
D2f + hγ1fyD1f +

h

2
D2

2f + · · ·
))

+h4fyy(γ2
2(D1f)2 + 2γ2δ2D1fD2f
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+ δ2
2(D2f)2 + · · ·)

}
+

1
3!
{h3D3

3f + 3h4D2
3fy(γ2D1f + δ2D2f + · · ·) + · · ·}

+
1
4!
{h4D4

3f + · · ·} + · · ·
]
0

=
[
f + hD3f +

h2

2!
D2

3f +
h3

3!
D3

3f + · · · + h2(γ2D2f)fy

+ h3(γ2D1f + δ2D2fy)D3fy +
h3

2
(γ2D

2
1f + δ2D

2
2f + 2γ1δ2fyD1f)fy · · ·

]
(3.42)

となる。そして、(3.14)式を用いて作ることができる 1段法

Yj = Yj−1 + hF (xj−1, Yj−1; h)

= Yj−1 + h(c1k1 + c2k2 + c3k3 + c4k4) (3.43)

に (3.39)、(3.40)、(3.41)、(3.42)式を代入する。これと (3.38) 式とを対応させて、各項の係数を比較すると、
以下の方程式を得る。

hf の係数 :
c1 + c2 + c3 + c4 = 1

h2Df の係数 :

c2D1f + C3D2f + c4D3f =
Df

2!
h3D2f の係数 :

c2D
2
1f + c3D

2
2f + c4D

2
3f =

2!
3!

D2f

h3fyDf の係数 :

c3γ1D1f + c4(γ2D1f + δ2D2f) =
1
3!

Df

h4D3f の係数 :

c2D
3
1f + c3D

3
2f + c4D

3
3f =

3!
4!

D3f

h4fyD
2f の係数 :

c3γ1D
2
1f + c4(γ2D

2
1f + δ2D

2
2f) =

2
4!

D2f

h4DfDfyの係数 :

c3γ1D1fD2fy + c4(γ2D1f + δ2D2f)D3fy =
3
4!

DfDfy

h4f2
y Df の係数 :

c4γ1δ2D1f =
1
4!

Df




(3.44)

以上の関係式は演算子D,Ds(s = 1, 2, 3)について同次になっている。これらの等式が fに関係なく成り立つため

には、Dl
s/D

lf(s, l = 1, 2, 3)が定数でなければならない。したがって、D1f = α
∂f

∂x
+β

∂f

∂y
とD1f =

∂f

∂x
+f0

∂f

∂y
との比が一定になるので、

α = β (3.45)

となる。同様に、D2f、Df、D3f、Df との比がおのおの一定なので、
{

α1 = β1 + γ1

α2 = β2 + γ2 + δ2
(3.46)
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を得る。すなわち、




D1f = αDf

D2f = α1Df

D3f = α2Df

(3.47)

となる。(3.47)式を (3.44)式に代入すると、10の未知数に関する 8式（クッタの条件式）が得られる。




c1 + c2 + c3 + c4 = 1 (a)
c2α + c3α1 + c4α2 = 1/2 (b)
c2α

2 + c3α
2
1 + c4α

2
2 = 1/3 (c)

c2α
3 + c3α

3
1 + c4α

3
2 = 1/4 (d)

c3αγ1 + c4(αγ2 + (α1δ2) = 1/6 (e)
c3α2γ1 + c4(α2γ2 + (α2

1δ2) = 1/12 (f)
c3αα1γ1 + c4(αγ2 + (α1δ2)α2 = 1/8 (g)

c4αγ1δ2 = 1/24 (h)

(3.48)

ここで (e)、(f)式より c3を消去する。

C4(α1 − α)α1δ2 =
1
12

− α

6

これと (h)式か c4を消去する。

(α1 − α)α1δ2

224αγ1δ2
=

1
12

− α

6
2αγ1(2α − 1) = α1(α − α1) (i)

また、(e)、(f)から c4を消去する。

c3αγ1(α2 − α1) =
α2

6
− 1

8
これと、(i)式から γを消去する。

c3(α2 − α1)
α1(α − α1)

2(α − 1)
=

α2

6
− 1

8

よって、

c3α1(α2 − α1)(α − α1) = (2α − 1)
(

α2

3
− 1

4

)
(j)

さらに計算をすすめると、(b) × αα2 − (α + α1) × (c) + (d)より

c3α1(α2 − α1)(α − α1) =
1
2
αα2 − 1

3
(α + α2) +

1
4

(k)

(j)、(k)式から、

(2α − 1)
(

α2

3
− 1

4

)
=

1
2
αα2 − 1

3
(α + α2) +

1
4

これを整理する。また (h)式より、α �= 0より

α(α2 − 1) = 0, α2 = 0
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これを (a)、(b)、(c)式に代入して、c1, c2, c3, c4について解くと、

c1 =
6αα1 − 2(α + α1) + 1

12αα1

c2 =
2α1 − 1

12α(α1 − α)(1 − α)

c3 =
1 − 2α

12α1(α1 − α)(1 − α1)

c4 =
6αα1 − 4(α + α1) + 3

12(1 − α)(1 − α1)

となる。これらを (a)、(b)、(c)、(d)式に代入して γ1γ2δ1 を α,α1 を用いて求める。また、(3.45)、(3.46)式
より、

β = α, β1 = α1 − γ1(α,α1)β2 = α2 − γ2(α,α1) − δ2(α,α1)

と表すことができる。特に、ルンゲクッタの公式は、α = α1 =
1
2
の場合で、連立一次方程式 (a)、(b)、(c)、

(d)式を解くと



1 1 1 1 1
0 1/2 1/2 1 1/2
0 1/4 1/4 1 1/3
0 1/8 1/8 1 1/4


→




1 0 0 0 1/6
0 1 0 1 2/3
0 0 1 0 1/6
0 0 0 0 0




となるから、c1, c2, c4は任意変数 c3を含む不定解


C1 =
1
6

C2 =
2
3
− C3

C3 =
1
6

(3.49)

また (3.45)、(3.46)、(3.49)、(e)、(f)、(g)式から


γ1 =
1

6c3

γ2 = 1 − 3c3

δ2 = 3c3

β = α =
1
2

β1 = α1 − γ1 =
1
2
− 1

6c3

β2 = α2 − γ2 − γ2 = 0

(3.50)

ここで、式の対称性を考えて、c3 = 1/3を選ぶと、c1 = 1/6, c2 = 1/3, c3 = 1/3, c4 = 1/6, γ1 = 1/2, γ2 =
0, δ2 = 1, β1 = 0, β2 = 0 となる。これらをまとめると、以下のようなアルゴリズムが得られる。

Y = y0

各 j (j = 1, 2, · · · , n)に対して、

k1 = hf(xj−1, Yj−1)

k2 = hf(xj−1 + h/2, Yj−1 + k1/2)
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k3 = hf(xj−1 + h/2, Yj−1 + k2/2)

k4 = hf(xj−1 + h, Yj−1 + k3)

Yj = Yj−1 +
1
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

xj = xj−1 + h

となる。
以上の三種類の数値解法を用いて計算した結果とプログラムソースを付録 4に示す。

3.7 連立微分方程式の数値解法

次に、ルンゲクッタ法による連立微分方程式の数値解法を考える。m個の未知関数 y1(x), . . . , ym(x)の初
期値問題

dyj

dx
= fj(x, y1, . . . , ym), yj(x0) = yj0, (j = 1, 2, · · · ,m)

を解くとする。この時にベクトル記号

y =




y1

...
ym


 , y0 =




y10
...

ym0


 , f(x,y) =




f1(x, y1, · · · , ym)
...

fm(x, y1, · · · , ym)




を用いれば、 一階常微分方程式の初期値問題のように

dy

dx
= f(x,y) y(x0) = y0 (3.51)

と考えれば、スカラーをベクトルに置き換えて考えればよい。以下に 2元連立微分方程式の初期値問題

dy

dx
= f1(x, y, z) (3.52)

dz

dx
= f2(x, y, z) (3.53)

y(x0) = y0, z(x0) = z0

のルンゲクッタ法のアルゴリズムを示す。初期条件、

Y0 = y0, Z0 = z0,

の時、各 j(j = 1, 2, · · · , n)に対して、

k1 = hf1(xj−1, Yj−1, Zj−1)

m1 = hf2(xj−1, Yj−1, Zj−1)

k2 = hf1(xj−1 + h/2, Yj−1 + k1/2, Zj−1 + m1/2)

m2 = hf2(xj−1 + h/2, Yj−1 + k1/2, Zj−1 + m1/2)

k3 = hf1(xj−1 + h/2, Yj−1 + k2/2, Zj−1 + m2/2)
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m3 = hf2(xj−1 + h/2, Yj−1 + k2/2, Zj−1 + m2/2)

k4 = hf1(xj−1 + h, Yj−1 + k3, Zj−1 + m3)

m4 = hf2(xj−1 + h, Yj−1 + k3, Zj−1 + m3)

Yj = Yj−1 +
1
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

Zj = Zj−1 +
1
6

(m1 + 2m2 + 2m3 + m4)

xj = xj−1 + h

付録 5に連立微分方程式の数値計算の結果とプログラミングソースを示した。

4 偏微分方程式の数値解法

4.1 偏微分方程式の種類

独立変数 x1, x2, · · · , xnとその関数 u、ならびにある階数までの uの偏導関数に関する 1つの関数方程式

F (x1, x2, · · · , xn, u,
∂u

∂x1
, · · · , ∂2u

∂x2
1

,
∂2u

∂x1∂x2
, · · ·) = 0

を偏微分方程式という。今回は 2独立変数の 2階線形偏微分方程式までを扱うことにした。ここで、独立変数
x, y未知関数 u(x, y)とすると、

a(x, y)
∂2u

∂x2
+ 2b(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ c(x, y)

∂2u

∂y2
+ d(x, y)

∂u

∂x
+ e(x, y)

∂u

∂y
+ f(x, y)u = g(x, y)

と表すことができる。ここで、a, b, c, d, e, f, g は既存関数である。この方程式は指定された領域で常に

b2 − ac > 0ならば、双曲型

b2 − ac < 0ならば、楕円型

b2 − ac = 0ならば、放物型

というように、分類される。

4.2 差分法

偏微分方程式を解く方法の 1つである差分法について説明する。x軸上の点 xi−1 < xi < xi+1(xi+1 − xi =
xi − xi−1 = ∆x)に対する関数 y = y(x)上の 3 点を (xi−1, yi−1), (xi, yi), (xi+1, yi+1)とする。この関数上の点
(xi, yi)における勾配 tan θ（接線と x軸とのなす角 θ とする。）は

tan θ =
dy

dx
= lim

∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

yi+1 − yi

∆x

であるから、∆xが十分小さければ、tan θ = (yi+1 − yi)/∆xと近似できる。すなわち常微分係数 dy/dxが次
式で近似できる。

dy

dx
=

yi+1 − yi

∆x
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これを常微分係数の前進差分近似という。同様にして、後退差分近似は

dy

dx
=

yi − yi−1

∆x

で表すことができ、また tan θ = (yi+1 − yi−1)/(2∆x)で近似すると、

dy

dx
=

yi+1 − yi−1

2∆x

となり、これを中心差分近似という。これは、偏微分係数においても考え方は全く同様である。今 u = u(x, y)
が領域 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ bで与えられているものとする。この領域を格子に分割する。x方向への格子番号
を i = 0 ∼ m、y方向への格子番号を j = 0 ∼ nとする。点 (x, y)の格子点の番号を (i, j)とし、そこでの uの
値 u(x, y)を uij と表す。また隣の格子点も同様に、ui−1,j, ui,j−1などで表す。また格子間隔を∆xi, ∆yj とす
る。そうすると、偏微分係数 ∂u/∂x, ∂u/∂yに対する差分近似は、次のように表すことができる。
前進差分近似

∂u

∂x
=

ui+1,j − ui,j

∆xi
(4.1)

∂u

∂y
=

ui,j+1 − ui,j

∆yj
(4.2)

後退差分近似

∂u

∂x
=

ui,j − ui−1,j

∆xi−1
(4.3)

∂u

∂y
=

ui,j − ui,j−1

∆yj−1
(4.4)

中心差分近似

∂u

∂x
=

ui+1,j − ui−1,j

∆xi−1 + ∆xi
(4.5)

∂u

∂y
=

ui,j+1 − ui,j−1

∆yi−1 + ∆yj
(4.6)

また、2階偏微分係数 ∂2u/∂x∂yは中心差分近似を用いると次のように表される。

∂2u

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂u

∂y

)
=

(∂u/∂y)i+1,j − (∂u/∂y)i−1,j

∆xi−1 + ∆xi

(∂u/∂y)i+1,j は i + 1を固定して uの差分近似をとればよいから
(

∂u

∂y

)
i−1,j

=
ui−1,j+1 − ui−1,j−1

∆yj−1 + ∆yj

同様に、(∂u/∂y)i−1,j は i − 1を固定して
(

∂u

∂y

)
i+1,j

=
ui+1,j+1 − ui+1,j−1

∆yj−1 + ∆yj
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よって

∂2u

∂x∂y
=

ui+1,j+1 − ui+1,j−1 − ui−1,j+1 + ui−1,j−1

(∆xi−1 + ∆xi)(∆yi−1 + ∆yi)
(4.7)

さらに ∂2u/∂y∂xを同様に計算すると、

∂2u

∂y∂x
=

ui+1,j+1 − ui+1,j−1 − ui−1,j+1 + ui−1,j−1

(∆xi−1 + ∆xi)(∆yi−1 + ∆yi)
(4.8)

すなわち、差分近似においても

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
(4.9)

となる。また、∂2u/∂x2と ∂2u/∂y2にたいしては、∂u/∂xと ∂u/∂yの前進差分近似を用いて

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
=

(∂u/∂x)i+1,j − (∂u/∂x)i,j

∆xi

(∂u/∂x)i+1,j と (∂u/∂x)i,j には後退差分近似を用いて(
∂u

∂x

)
i+1,j

=
ui+1,j − ui,j

∆xi
,

(
∂u

∂x

)
i,j

=
ui,j − ui−1,j

∆xi−1

と表すと、

∂2u

∂x2
=
(

ui+1,j − ui,j

∆xi
− ui,j − ui−1,j

∆xi−1

)/
∆xi (4.10)

と差分化される。同様にして、yについても次式が得られる。

∂2u

∂y2
=

(
ui,j+1 − ui,j

∆yj
− ui,j − ui,j−1

∆yj−1

)/
∆yj (4.11)

ここで、格子間隔が同じ場合は、

∆xi−1 = ∆xi = h∆yj−1 = ∆ji = k

とおくと、上式をこの h、kと置き換えれば良い。置き換えた場合を以下に示す。
中心差分近似

∂u

∂x
=

1
2h

(ui+1,j − ui−1,j) (4.12)

∂u

∂y
=

1
2k

(ui,j+1 − ui,j−1) (4.13)

2階偏微分係数

∂2u

∂x∂y
=

1
4hk

(ui+1,j+1 − ui+1,j−1 − ui−1,j+1 + ui−1,j−1) (4.14)

∂2u

∂x2
=

1
h2

(ui+1,j − 2ui,j − ui−1,j) (4.15)

∂2u

∂y2
=

1
k2

(ui,j+1 − 2ui,j − ui,j−1) (4.16)
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ここで、差分近似の誤差について説明する。まず、2変数関数のテイラー展開により u(x + h, y)と u(x− h, y)
は以下のようになる。

u(x + h, y) = u(x, y) + h
∂u

∂x
+

h2

2!
∂2u

∂x2
+

h3

3!
∂3u

∂x3
+ · · · (4.17)

u(x − h, y) = u(x, y) − h
∂u

∂x
+

h2

2!
∂2u

∂x2
− h3

3!
∂3u

∂x3
+ · · · (4.18)

(4.17)より (∂u/∂x)を求めると

∂u

∂x
=

u(x + h, y) − u(x, y)
h

− h

2!
∂2u

∂x2
− h2

3!
∂3u

∂x3
+ · · ·

u(x + h, y) = ui+1,j , u(x, y) = ui,j とすると、

∂u

∂x
=

ui+1,j − ui,j

h
− O(h) (4.19)

となり、前進差分近似の主要誤差は hの程度となる。同様にして (4.18)式より

∂u

∂x
=

ui,j − ui−1,j

h
− O(h) (4.20)

となるから、後退差分近似の主要誤差もO(h)となる。また、(4.17)式から (4.18)式を引いて (∂u/∂x)を求め
ると、

∂u

∂x
=

u(x + h, y) − u(x − h, y)
2h

− h2

3!
∂3u

∂x3
− · · ·

=
ui+1,j − ui−1,j

2h
− O(h2) (4.21)

となり、中心差分近似の打ち切り誤差は h2程度となる。さらに (4.17)式と (4.18)式を加えて (∂u/∂x)を求め
ると

∂2u

∂x2
=

u(x + h, y) − 2u(x, y) + u(x − h, y)
h2

− h2

12
∂4u

∂x4
− · · ·

=
ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
− O(h2) (4.22)

となり、∂2u/∂x2の打ち切り誤差も h2程度となる。このように微分方程式に現れる導関数、偏導関数をこの
ような差分近似に置き換えて、差分方程式を導き、これを解いて近似解を求める方法を差分法という。

4.3 一次元の方程式の解法

3つある方程式から、放物型偏微分方程式である、一次元の熱伝導方程式の境界値問題

∂u

∂t
= c2 ∂2u

∂x2
(4.23)

初期条件が

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ �L

で境界条件を
u(0, t) = p(t), u(L, t) = q(t), t ≥ 0
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の計算法について説明する。ここで、cは任意定数とする。(4.23)式の差分近似式は、(4.13)、(4.15)式より

u(x, t + k) − u(x, t)
k

= c2 u(x + h, t) − 2u(x, t) + u(x − h, t)
h2

となる。ここで、λ = kc2/h2とおいて上式を

u(x, t + k) = λu(x + h, t) + (1 − 2λ)u(x, t) + λu(x − h, t) (4.24)

と書き直すと、u(x + h, t), u(x, t), u(x − h, t)の 3つの値が分かれば、u(x, t + k)の値が得られることがわか
る。また、(4.13)、(4.15)式を用いているから

{ut(x, t) − c2uxx(x, t)} − {c2/(λh2)}{u(x, t + k) − λu(x + h, t) − (1 − 2λ)u(x, t) − λu(x − h, t)} = O(h2)

となるから、uが (4.23)式を満たしていれば、k = λh2/c2より、

u(x, t + k) = λu(x + h, t) + (1 − 2λ)u(x, t) + λu(x − h, t) + O(h4)

よって、 近似式 は誤差がO(h4)になる。これを利用して境界値問題の近似解を差分法により求める。まず、
区間 [0, L]を N 等分して、h = L/N, k = λh2/c2 とき、分点をそれぞれ xm = mh (m = 0, 1, · · · , N), tn =
nk (n = 0, 1, · · ·)とおく。そうすると {0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0}で格子点 (xm, tn)ができる。そして、u(xm, tn)の
近似値を Um,nとおくと、(4.23)式に対する差分式は、(4.24)より、

Um,n+1 = λUm−1,n + (1 − 2λ)Um,n + λUm+1,n (n = 0, 1, · · · ; m = 1, 2, · · · , N − 1) (4.25)

である。ここで、初期条件と境界条件は真の値を用いて{
Um,0 = u(xm, 0) = f(xm) (m = 0, 1, · · · , N)
U0,n = u(0, tn) = p(tn), Un,m = u(L, tn) = q(tn) (n = 0, 1, · · ·) (4.26)

とおく。以上を利用すれば、一次元の熱伝導方程式を解くことができる。数値解析のアルゴリズムを以下に示
す。
初期値、境界値を以下の様におくと、

Um,0 = f(xm) (m = 0, 1, · · · , N)

U0,n = p(tn), UN,n = q(tn) (n = 0, 1, · · ·)

各 n (n = 0, 1, 2, · · ·) に対して

Um,n+1 = λUm−1,n + (1 − 2λ)Um,n + λUm+1,n (m = 1, 2, · · · , N − 1)

を繰り返し解く。
ここで、注意しなければならないのが、λである。λの値によっては、微分方程式の解が収束しない時がある
ので、λについて以下の定理がある。

定理 4.1 λ = kc2/h2を 0 ≤ λ ≤ 1/2に固定するとき、熱伝導方程式に対する差分方程式の解 Um,nは h → 0
のとき、真の解 u(xm, tn)に、xについて一様に収束する。

この理論を用いて、実際に数値計算した結果とプログラムソースを付録 6に示す。
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4.4 二次元の方程式の解法

3つある方程式から 2次元の楕円形方程式である、ラプラス方程式

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0; 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b (4.27)

を境界条件

u(0, y) = p(y) , u(a, y) = q(y)
u(x, 0) = v(x) , u(x, b) = w(x)

(4.28)

のもとで、数値計算する方法について示す。p, q, v, wは既知関数とする。領域 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ bを間隔
h, kの等間隔差分格子で分割し、i = 0, 1, · · · ,m, j = 0, 1, · · · , nとする。また f(x, y) = fi,j として、(4.15)、
(4.16)式を用いて (4.27)式を差分方程式に変換する。

1
h2

(ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j) +
1
k2

(ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1) = 0

上式より ui,j を求めると

ui,j =
1

2(h2 + k2)
{k2(ui+1,j + ui−1,j) + h2(ui,j+1 + ui,j−1)} (4.29)

となる。境界上における uの値 p(y)、q(y)、v(x)、w(x)は既知であるから、それ以外の ui,j i = 1, 2, · · · ,m−
1; j = 1, 2, · · · , n− 1に適当な初期値 ui,j = 0を与えておく。この初期値を (4.29)式の右辺に代入して、新しい
uの値 u

(1)
i,j を求める。次に u

(1)
i,j を (4.29)式の右辺にまた代入して次の値 u

(2)
i,j を求める。この操作を繰り返し

て、第 k番目と第 k + 1番目の近似値の相対誤差が、指定した十分小さな εより小さくなったとき、すなわち∣∣∣∣(ui,j
(k+1) − ui,j

(k))/ui,j
(k+1)

∣∣∣∣≤ ε; (4.30)

i = 1, 2, · · · ,m − 1; j = 1, 2, · · · , n − 1

となったとき解は収束したものみなして、ui,j
(k+1)を解とする。しかしながら格子点が多くなると判定すべき

解 ui,j が多くなり、収束判定に時間がかかる。そこで、すべての解の収束を同時に判定するために、誤差の合
計の相対量を用いることにすると、

m−1∑
i=1

n−1∑
j=1

∣∣∣∣ui,j
(k+1) − ui,j

(k)

∣∣∣∣
/m−1∑

i=1

n−1∑
j=1

∣∣∣∣ui,j
(k+1)

∣∣∣∣≤ ε (4.31)

(4.31)式によって収束を判定することができる。そして、(4.29)式で繰り返し計算を行う場合、一番新しい u

の値を用いると収束が早くなる。よって、(4.29)式は、次のように表すことができる。

ui,j
(k+1) =

1
2(h2 + k2)

{
k2(ui+1,j

(k) + ui−1,j
(k+1)) + h2(ui,j+1

(k) + ui,j−1
(k+1))

}
(4.32)

この (4.32)式を用いる反復法をガウス-ザイデル法という。次に、(4.32)式の右辺に ui,j
(k) −ui,j

(k)を加えて次
のように変形する。

ui,j
(k+1) = ui,j

(k) +
[

1
2(h2 + k2)

{
k2(ui+1,j

(k) + ui−1,j
(k+1)) + h2(ui,j+1

(k) + ui,j−1
(k+1))

}
−ui,j

(k)
]

(4.33)

こうすると、(4.33)式の [ ]内の量は ui,j
(k)から 1回の繰り返し計算によって、ui,j

(k+1)を求めるときの ui,j
(k)

の補正量と見ることができる。あるいは、ui,j
(k+1) − ui,j

(k) = [ ]とすると、[ ]内の量は ui,j
(k+1) − ui,j

(k)の
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誤差とみなすことができる。そこで、この補正量 [ ]を強制的に大きくして、より速く解が収束するように、
[ ]に適当な係数 ωをかけた

ui,j
(k+1) = ui,j

(k) + ω

[
1

2(h2 + k2)

{
k2(ui+1,j

(k) + ui−1,j
(k+1)) + h2(ui,j+1

(k) + ui,j−1
(k+1))

}
−ui,j

(k)
]

(4.34)

と表すことができる。この ωを緩和係数といい、うまく選ぶと効率よく計算できることが確かめられている。
この (4.34)式による反復法を SOR法という。また計算速度を高めるための ωの最適値 ω0は、例えば、格子
番号 i = 0, 1, 2, · · · ,m; j = 0, 1, 2, · · · , nで格子間隔 h = kの場合、次式で与えられることが知られている。

ω0 =
2

1 +
√

1 − (µ/2)2
, µ = cos

π

m
+ cos

π

n
(4.35)

この理論を用いて、実際に数値計算した結果とプログラムソースを付録 7に示す。
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5 最後に

以上、偏微分方程式の解析を行ってきたが、精度の違いによって、計算値に差異が発生するなど、数値解析
は安易に使用しても必要とする正確な結果が得られないことがよく理解できた。
今回の研修により、偏微分方程式解析の 1つである差分法について理解できた。しかし、その他の解法とし
て境界要素法と有限要素法などがあり、今後の研究活動で必要になるので、引き続き学習したい。
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7 付録 数値解析結果とプログラムソース

= 1 =ラグランジュ補間公式による計算
= 2 =ニュートン法による非線形方程式の計算
= 3 =複合台形公式による数値積分
= 4 =常微分方程式の数値解法
= 5 =ロトカ-ボルテラ式の数値解析
= 6 =熱伝導方程式の数値解析
= 7 =楕円型方程式の数値解析


