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Summer School 2012: Modern statistical methods in machine learning
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VIASM School on Statistical machine learning (2015)

Picture taken with students from HCMC

Lectures on Bayesian nonparametrics
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Chủ đề năm nay là Data Science
Chúng tôi đã đổi thay?
Điều gì khiến chúng tôi thay đổi?
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(Berkeley, 2003)
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Trong khi đó ...

2009: Hal Varian, chief economist at Google, famously said: "I keep saying
that the sexy job in the next 10 years will be statisticians" – New York
Times

2012: a Harvard Business Review’s article thinks of data scientists

2017: continued rosy job forecast for
experts in data science, statistics, machine
learning, artificial intelligence
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Institutional changes

David Donoho là một nhà thống kê nổi tiếng

của ĐH Stanford (wavelet, compressed

sensing). Ông ấy đã viết về "Data Science

Moment", trong một bài báo gây xôn xao dư

luận hơn một năm trước đây.

Khoảnh khắc gì vậy?

"... Tháng 9 năm 2015, ĐH Michigan vừa đưa ra thông báo về một
chương trình "Data Science Initiative" (DSI) trị giá 100 triệu USD:

"Data science has become a fourth approach to scientific discovery, in
addition to experimentation, modeling, and computation"
— Provost Martha Pollack.
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Trang web của Chương trình DSI cho ta (GS Donoho) biết một bức tranh
của KHDL:

This coupling of scientific discovery and practice involves the collection,
management, processing, analysis, visualization, and interpretation of vast
amounts of heterogeneous data associated with a diverse array of
scientific, translational, and interdisciplinary applications.
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More university initiatives and degrees in US

similar initiatives at NYU, Columbia, MIT, UC Berkeley,...

new undergraduate majors and Master’s program in Data Science
mushrooming in major universities, including Columbia, Carnegie
Mellon University, Cornell, New York University, Northwestern U,
Stanford, UC Berkeley, U of Michigan, U of Illinois, U of Wisconsin,...
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U Michigan’s Statistics Department Website

"Data Science is a rapidly growing field providing students with exciting career
paths, and opportunities for advanced study. The Data Science major gives
students a foundation in those aspects of computer science, statistics, and
mathematics that are relevant for analyzing and manipulating voluminous
and/or complex data. Students majoring in Data Science will learn computer
programming, data analysis and database systems, and will learn to think
critically about the process of understanding data..."
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data, data and data

"data is fuel of the future" — Economist article, May 6, 2017
I it is becoming so easy to collect and generate data, anytime, anywhere

it is also becoming easy to process, even manipulate, data

powerful computing helps handling bigger and more complex data

more data, more need and ambition
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data and ambitions

molecular biologists gain better understanding of the relationship
between gene expression levels and cancer tumors, leading to new
treatments for cancer patients

astronomers gain new understanding of cosmos from signals collected
by improved telescope and communication technologies

engineers make automated car driving possible by utilizing more
sensory data types

bank analysts make more accurate prediction of loan performances,
thereby earning more profits

political operatives make more accurate voting pattern forecast and
improve winning chance for candidate’s campaign

top companies such as Google, Facebook, Amazon,... make money by
learning about and exploiting our Internet browsing patterns
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is data science for real?

understood differently by different communities
(business, industry, researchers, academic scientists)

all agreed on its growing roles and vast impacts on all facets of society

much hypes are commercially driven

but an intellectual core of data science is also emerging
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opportunities and risks

trong thời đại "big data", lắm cơ hội song cũng nhiều cạm bẫy
I dữ liệu có thể đánh lừa
I dữ liệu thu thập được dễ dàng cũng dễ làm ta lười đi: lười trong suy

nghĩ, hời hợt trong cách thức tổ chức và cẩu thả trong phân tích

trong các địa hạt nghiên cứu: dễ bị loá mắt bởi những phương pháp
nóng và đang hợp thời thượng

I để thành công bền vững, phải đi vào những vấn đề nền tảng

Điều này có nghĩa: phải xây dựng trên nền tảng vững chắc của toán,
thống kê, khoa học máy tính, nếu ta muốn phát triển KHDL một
cách vững vàng
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lies, damned lies and statistics

This small data set is scientific (not fake), but what can we make of it?

Big data give bigger room for propaganda and fake news
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the major actors according to New York University’s DSI Website
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Skill set 6= Core foundation
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Skill set

A data scientist requires a large skill set that can be overwhelming to learn

modern programming languages, from C/C++, R, Matlab, Python

modern database techniques, from spreadsheets to SQL to ditributed
databases and live data streams

algorithms and models: from classical tools such as logistic regression,
linear regression to support vector machines, graphical models, deep
learning, Bayesian nonparametrics

distributed architecture: Hadoop, Map/Reduce, SPARK, GPU
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Skill set reflects Core foundation
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Elements of the science

... the science of learning from data, with all that it entails

elements of data representation
I from data storage to abstract data structures and visualization
I both in a mathematical sense and sense of a computer system

elements of statistical learning and inference
I from statistical modeling to prediction and inference
I interplay of algorithmic and statistical efficiency

elements offered by real-world data domains in sciences and industry
I fresh challenges in real-world scale and complexity
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Rest of lecture: Elements of statistical learning and inference
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What do we want to do with to draw from data?

Leo Breiman là nhà thống kê/ học máy lỗi lạc của Berkeley, tác giả
decision trees và random forests, viết về văn hoá trong mô hình suy diễn

Có hai mục tiêu suy diễn/ học thống kê

dự báo (to predict)

thiết lập quy luật, hiểu biết về mối quan hệ (to infer/ understand)
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Prediction

Mọi phương pháp dự báo đều bắt đầu từ dữ liệu X để ước lượng Y

X −→ METHOD −→ Y

Ví dụ: dữ liệu X về dung lượng giao thông của các địa điểm
Y là một giá trị nhị phân để dự báo đường có bị tắc hay không

Giả dụ: X và Y được liên hệ với nhau bởi một đại lượng chân lý nào đó
kết nối X và Y , ta tạm gọi là θ

X ←→ θ ←→ Y

Chúng ta không bao giờ biết được chính xác θ (chỉ có Trời mới biết!)
Breiman nói đến hai cách tiếp cận khác nhau trong bài toán prediction

Algorithmic Modeling

Data Modeling
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ALGORITHMIC MODELING không quan tâm lắm đến bản chất sự liên hệ
giữa dung lượng giao thông với sự tắc đường mô tả bởi θ, nó chỉ muốn
tìm ra một hàm dự báo y = f (x)

{X ,Y } =⇒ ALGORITHM MODEL =⇒ f

Chạy thuật toán blackbox như decision tree, kernel machine, neural net

để học f , với mục tiêu sao cho f (X ) càng gần với Y càng tốt

Vậy f có liên quan gì đến θ?
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DATA MODELING tìm cách thiết lập một chất keo toán học kết dính X
với Y , thông qua một mô hình xác suất liên hệ biến ngẫu nhiên X và biến
ngẫu nhiên Y

{X ,Y } −→ DATA MODEL −→ P(Y |X , θ̂)

θ̂ là một ước lượng của chân lý θ, thông qua đó ta thiết lập được liên hệ
giữa Y và X thông qua phân bố điều kiện của Y khi cho X .

Phân bố này cho ta một hàm số dự báo gọi là optimal Bayes classifier

f (x) = 1 if P(Y |X , θ̂) > 1/2, 0 otherwise

Nguyễn Xuân Long (Univ of Michigan) lim sup
∫

data · (math ∧ stat ∧ cs ∧ ...) VIASM, 2017 27 / 118



Lý thuyết học thống kê đối với bài toán phân lớp cho biết, hai phương
pháp chỉ là hai mặt của một vấn đề:

Data⇒ DATA MODEL ⇐⇒ ALGORITHM MODEL ⇒ Prediction function f

DATA MODELING is good only if θ̂ approximates well the true θ

ALGORITHMIC MODELING is good only if the outcome f approximates
well the optimal Bayes classifier đối với true θ

There is no silver bullet!

Distinction between data model and algorithm model may disappear as both
become richer, e.g.:

I Bayesian nonparametric data model may be described algorithmically
I Randomized algorithm entails a stochastic process (e.g., Markov chain)
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Hai văn hoá

Machine Learning

chú trọng đến mô hình thuật toán nhiều hơn mô hình dữ liệu
(đặc biệt cho prediction/ supervised learning)

cộng đồng học máy rất năng động: học một công cụ toán/ thống kê,
rebranding, và sở hữu nó rất nhanh; chạy theo mốt với tốc độ chóng mặt

Statistics

Statistics sâu về toán học và có bề dày về các lý thuyết suy diễn

prediction, parameter estimation, hypothesis test

không chỉ quan tâm đến kết quả ước lượng, mà cả mức độ bất định của ước
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Ngược lại, sự trưởng thành của Machine Learning giúp các nhà thống kê bừng
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Topic modeling
INPUT:

OUTPUT:
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"Beauty and the Beast"

Dữ liệu thô:

x =

Chân lý:

θ =
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x làm ký hiệu cho đầu vào của một thuật toán. I.e., x là biểu diễn của
tập các văn bản

θ là đầu ra thuật toán; nó là biểu diễn cho các chủ đề chúng ta muốn
chắt lọc từ nội dung của dữ liệu x

x lấy giá trị ở trong một không gian mà chúng ta sẽ định nghĩa một
cách hình thức. Tương tự như vậy với θ

Để có thể suy diễn được chủ đề θ từ dữ liệu thô x, chúng ta cần phải thiết
lập được một sự liên hệ giữa θ và x.
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Mô hình xác suất P(x|θ)

dữ liệu được xem là hiện sinh (realization) của một biến ngẫu nhiên
x, còn chủ đề θ là một tham số cho phân phối của dữ liệu

dùng ngôn ngữ xác suất để xác lập mô hình toán học cho dữ liệu
được xem là hết sức tự nhiên, vì dữ liệu thường có yếu tố bất định:

I mỗi lần thu thập dữ liệu mới ta thường nhận một giá trị khác nhau,
cho dù quy luật sinh ra dữ liệu có thể được xác định bởi cùng một
phân bố “chân lý”

I dẫu ta không bao giờ biết chắc chắn được phân bố chân lý, bằng
những hiểu biết từ dữ liệu thực tế chúng ta có thể tìm một lớp phân
bố xấp xỉ khả dĩ cho phân bố chân lý

I lớp phân bố ấy sẽ được tham số hoá bởi θ

bằng dữ liệu thực, chúng ta sẽ tìm giá trị tốt nhất có thể cho θ
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Biểu diễn cho mô hình sinh dữ liệu P(x|θ)

P

x =

∣∣∣∣∣ θ =



Cho V là bộ từ điển gồm có d phần tử (từ vựng) được đánh số bằng
V = {1, . . . , d}

I với văn bản dài n từ, ta viết x = (x1, . . . , xn) ∈ V n.

Giả sử rằng có k chủ đề ẩn khác nhau θ = (θ1, . . . , θk), tương ứng
với k phần tử nằm trong đơn hình xác suất

∆d−1 := {u ∈ [0, 1]d |u1 + . . .+ ud = 1}.
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Mỗi chủ đề θi ∈ ∆d−1 tương ứng với một tần suất xuất hiện nhất định
của các từ trong V .

Ví dụ: một chủ đề về “giáo dục” sẽ có nhiều từ với tần suất xuất hiện cao,
như “trường”, “lớp”, “học sinh”, “học phí”, v.v.

Một chủ đề về “đảng” sẽ có những từ khác với tần suất cao, như “nghị
quyết”, “quán triệt”, "tiến lên", "to lớn", v.v.
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Thật khó tưởng tượng một văn bản chỉ đề cập đến một chủ đề duy
nhất. Thực tế hơn, mỗi văn bản bao gồm sự pha trộn của nhiều chủ
đề cùng một lúc, dẫu mức độ pha trộn có thể nhiều ít khác nhau.

Còn ở ứng dụng trong sinh học phân tử, mỗi cá thể trong một cộng
đồng có thể là kết quả của sự pha trộn các nguồn gốc khác nhau về

mã di truyền, từ châu Phi, Á hay Âu.
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Trực quan trên gợi ra một khái niệm hình học rất tự nhiên: điểm
ngẫu nhiên nằm trong tập bao lồi của các chủ đề:

G := conv{θ1, . . . , θk} ⊂ ∆d−1.

Điểm ngẫu nhiên này, với ký hiệu η, được xác lập bởi công thức

η = β1θ1 + . . .+ βkθk ,

trong đó β = (β1, . . . , βk) là một biến ngẫu nhiên lấy giá trị trong
đơn hình xác suất ∆k−1.

I ta sẽ giả dụ rằng β tuân theo phân phối Dirichlet trong ∆k−1

p(β|γ) =
Γ(
∑k

j=1 γj)∏k
j=1 Γ(γj)

k∏
j=1

β
γj−1
j .

trên đây, Γ biểu thị hàm số Gamma, còn γ1, . . . , γk là những tham số
của mật độ Dirichlet.
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Probability distribution on topic polytope G

Định nghĩa trên đây cho (gián tiếp) một phân phối đối với biến ngẫu
nhiên η lấy giá trị ở trong đa diện lồi G , ký hiệu bởi dP(η|θ, γ)

I có thể viết ra tường minh bằng công thức chuyển biến
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Tham số γ1, . . . , γk điều khiển mật độ của biến ngẫu nhiên η ∈ G .

nếu γ1 = . . . = γk = 1, p(·|γ) trở thành hằng số. Do đó khi k < d , nếu θ1, . . . , θk

là k đỉnh của đa diện lồi G , biến ngẫu nhiên η sẽ tuân theo phân bố đồng nhất
trong lòng đa điện G .

nếu γ1 = . . . = γk � 1, phân phối của η tập trung phần lớn khối (mass) ở sát các
mặt biên của G .

ngược lại nếu γ1 = . . . = γk � 1, phần lớn khối tập trung ở sâu bên trong G .
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Chúng ta đã gần xong việc định nghĩa cho phân bố của dữ liệu x:

mỗi văn bản sẽ có tương ứng một tần suất η kể trên.

khi biết η, văn bản x = (x1, . . . , xn) ∈ V n được coi là một dãy các từ vựng
trong V .

mỗi xi là một biến ngẫu nhiên độc lập tuân theo phân phối phân loại
(categorical distribution): tung một con xúc xắc d mặt sao cho xác suất của
xi lấy giá trị mặt j sẽ là ηj , j = 1, . . . , d .

công thức hàm khối xác suất cho x, khi biết η:

p(x|η) =
n∏

i=1

d∏
j=1

η
1(xi=j)
i .

ở trên, 1(A) := 1 nếu biểu hiện A đúng, và 0 nếu A sai.

Tóm lại, nếu đã biết giá trị các tham số θ1, . . . , θk , cũng như γ1, . . . , γk

được cho trước, mô hình sinh dữ liệu được định nghĩa bởi hàm mật độ sau

p(x|θ) =

∫
p(x|η) dP(η|θ,γ).
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Statistical inference of topic polytope
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Cho m văn bản x(1), . . . , x(m), mỗi văn bản có đúng n từ.
I như vậy, lượng dữ liệu thô là mn từ trong m văn bản

Bài toán học chủ đề

Cho trước số chủ đề k và các tham số γ1, . . . , γk > 0. Giả sử

x(1), . . . , x(m) ∼ P(x|θ).

Hãy tìm các chủ đề θ = (θ1, . . . , θk) để xác định phân bố sinh ra tập m
văn bản.
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Remarks

Chúng ta không thể tìm ra chính xác các chủ đề θ, chỉ có thể ước
lượng chúng.

Nhưng ta kỳ vọng rằng nếu số lượng dữ liệu m, n càng lớn thì các ước
lượng đối với θ càng tiến gần đến giá trị “chân lý” của chúng.

Mặt khác, đây cũng không phải là vấn đề đơn giản về mặt tính toán,
mà phải cần những hỗ trợ về thuật toán đủ mạnh

Đó là các thuật toán “học máy” lấy đầu vào là tập m văn bản, và đầu
ra chính là các ước lượng về “chủ đề”!
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Convex geometry

Một bài toán kinh điển trong hình học lồi: làm thế nào để ước lượng được
các đỉnh của một đa diện lồi G nếu như chúng ta quan sát được m hiện
sinh độc lập rút ra theo phân bố đồng nhất từ trong lòng của G?

Khái quát hơn cho một phân bố Dirichlet trên một đa diện lồi:

Ước lượng đỉnh của một đa diện lồi

Cho trước γ ∈ Rk
+. Giả sử η(1), . . . , η(m) là m hiện sinh độc lập của một

biến ngẫu nhiên η lấy giá trị trong G như đã định nghĩa ở mục trước.
Hãy đưa ra một ước lượng tốt nhất cho đa diện G .

“Tốt nhất” được đo bằng một metric cụ thể, như Hausdorff: với hai đa diện G và G ′ bất kỳ trong một không gian chung Rd

dH (G , G ′) = min{ε ≥ 0|G ⊂ G ′
ε, G

′ ⊂ Gε}

trong đó Gε = {θ + v|θ ∈ G , v ∈ Rd , ‖v‖2 ≤ ε}.
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Luật số lớn trong xác suất
Có một ước lượng rất tự nhiên và kinh điển: lấy hình bao lồi của các hiện
sinh η(1), . . . , η(m),

Ĝ := conv(η(1), . . . , η(m)).

Theorem

If m→∞, then dH(G , Ĝ )→ 0 in probability.

Một số kết quả tinh hơn về tốc độ hội tụ, và về phân bố tiệm cận
(Reitzner, 2005; Bárány & Vu, 2007)
Bài toán suy diễn chủ đề của ta phức tạp hơn bài toán kinh điểm ở
một số khía cạnh

I Thứ nhất, ở Bài toán 1 ta không có trong tay các hiện sinh của vector
tần suất η(1), . . . , η(m), thay vào đó là các hiện sinh x(1), . . . , x(m) (x là
các văn bản (tập hợp các từ)

I Thứ hai, vector tham số γ có thể bao gồm các giá trị khác với 1, và
khác nhau (để phản ánh xác thực hơn dữ liệu thực tế). Nói cách khác,
phân phối trong lòng đa diện lồi G thường không bao giờ là đồng nhất,
tuy đó là một giả thuyết khá phổ biến trong hình học lồi cổ điển.
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Maximum Likelihood Estimation

(Ước lượng bằng cực đại khả dĩ)

Trong thống kê toán có một phương pháp ước lượng rất mạnh và hữu
dụng, dựa vào phép lấy cực đại của hàm khả dĩ của Fisher.

Hàm khả dĩ (likelihood function) là một hàm số đối với tham số θ của
(mật độ) phân bố p(x|θ).

Ước lượng cực đại của hàm khả dĩ, viết tắt bằng MLE, khi đã được cho
các dữ liệu x(1), . . . , x(m) được định nghĩa như sau:

θ̂ := argmax
θ

m∑
i=1

log p(x(i)|θ).
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Optimization

max
θ

P

(
x = , , , . . .

∣∣∣∣∣ θ
)

So we obtain

θ =
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Một bảo đảm quan trọng đối với ước lượng MLE cho lớp mô hình chủ đề:

Theorem (Nguyen, 2015)

Với θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂k) là ước lượng MLE. Viết Ĝ := conv(θ̂1, . . . , θ̂k). Nếu
m và n cùng tiến tới vô cùng, trong đó log logm ≤ log n = o(m), ta có

dH(Ĝ ,G ) = OP

(
logm

m
+

log n

n
+

log n

m

)1/(2(q+α))

.

Trên đây, q = min{(k − 1), (d − 1)}, α là một hằng số dương phụ thuộc
vào γ, OP có nghĩa là “hằng số cận trên trong xác suất”, được xác định
đối với phân phối p(x|θ).

Nếu số lượng văn bản càng tăng, thì suy diễn của ta càng chính xác!
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Màn dạo đầu:
Bayesian inference vs Frequentist inference
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Chúng ta tạm dừng một chốc lát, để quay lại với thảo luận về sự cần
thiết của mô hình xác suất p(x|θ), một chất keo toán học kết nối dữ
liệu quan sát được x, với khái niệm “chân lý” ẩn sau đó, θ

Các nhà thống kê đều đồng ý với nhau rằng dữ liệu phải được xem là
hiện sinh của một biến ngẫu nhiên, do sự bất định của quan sát.

Nhưng có một sự tranh cãi quyết liệt về ý nghĩa của khái niệm θ: nó
có bất định hay không?

Có hai trường phái đối với câu hỏi này: Các nhà thống kê tần suất
cho rằng θ hoàn toàn có thể xác định được. Phương pháp ước lượng
cực đại của hàm khả dĩ (MLE) chính là một sản phẩm của các nhà
tần suất.

Ngược lại, trường phái Bayes cho rằng tri thức về θ cũng bất định, và
do đó về mặt toán học, nó cũng phải được biển diễn bởi một biến
ngẫu nhiên.

Vì chúng ta không thể quan sát được khái niệm trừu tượng θ, chúng
ta không thể xác quyết đúng sai trong tranh cãi này.
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Một ưu thế của phương pháp suy diễn Bayes là nó không chỉ cung
cấp cho ta một điểm ước lượng cho θ, nó còn cho ta biết mức độ
(không) chắc chắn của ước lượng đó, dựa trên những dữ liệu ta thu
thập được.

Để áp dụng phương pháp Bayes, tham số θ, bởi được xem là biến
ngẫu nhiên, phải được gán cho một phân bố trước khi có dữ liệu.

I Phân phối này được gọi là phân bố tiên nghiệm, ký hiệu bởi Π(θ), nó
là chắt lọc của tri thức mà nhà thống kê có được trước khi anh ta
quan sát.

I Sau khi đã thu thập dữ liệu, m văn bản x(1), . . . , x(m), kiến thức của
nhà thống kê về θ được tổng kết thành phân bố hậu nghiệm.

Phân bố hậu nghiệm được xác định bằng công thức Bayes nổi tiếng:

dΠ(θ|x) =
p(x|θ) · dΠ(θ)∫
p(x|θ) · dΠ(θ)

.

Có thể chứng minh được rằng khi số lượng dữ liệu càng nhiều thì
phân bố hậu nghiệm tập trung càng gần về giá trị “chân lý” của θ
(Nguyen, 2015): niềm tin của các nhà thống kê Bayes cũng tiệm cận
dần tới chân lý!
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(Nguyen, 2015): niềm tin của các nhà thống kê Bayes cũng tiệm cận
dần tới chân lý!
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Một ưu thế của phương pháp suy diễn Bayes là nó không chỉ cung
cấp cho ta một điểm ước lượng cho θ, nó còn cho ta biết mức độ
(không) chắc chắn của ước lượng đó, dựa trên những dữ liệu ta thu
thập được.
Để áp dụng phương pháp Bayes, tham số θ, bởi được xem là biến
ngẫu nhiên, phải được gán cho một phân bố trước khi có dữ liệu.

I Phân phối này được gọi là phân bố tiên nghiệm, ký hiệu bởi Π(θ), nó
là chắt lọc của tri thức mà nhà thống kê có được trước khi anh ta
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I Sau khi đã thu thập dữ liệu, m văn bản x(1), . . . , x(m), kiến thức của
nhà thống kê về θ được tổng kết thành phân bố hậu nghiệm.

Phân bố hậu nghiệm được xác định bằng công thức Bayes nổi tiếng:

dΠ(θ|x) =
p(x|θ) · dΠ(θ)∫
p(x|θ) · dΠ(θ)

.

Có thể chứng minh được rằng khi số lượng dữ liệu càng nhiều thì
phân bố hậu nghiệm tập trung càng gần về giá trị “chân lý” của θ
(Nguyen, 2015): niềm tin của các nhà thống kê Bayes cũng tiệm cận
dần tới chân lý!

Nguyễn Xuân Long (Univ of Michigan) lim sup
∫

data · (math ∧ stat ∧ cs ∧ ...) VIASM, 2017 53 / 118



Một ưu thế của phương pháp suy diễn Bayes là nó không chỉ cung
cấp cho ta một điểm ước lượng cho θ, nó còn cho ta biết mức độ
(không) chắc chắn của ước lượng đó, dựa trên những dữ liệu ta thu
thập được.
Để áp dụng phương pháp Bayes, tham số θ, bởi được xem là biến
ngẫu nhiên, phải được gán cho một phân bố trước khi có dữ liệu.

I Phân phối này được gọi là phân bố tiên nghiệm, ký hiệu bởi Π(θ), nó
là chắt lọc của tri thức mà nhà thống kê có được trước khi anh ta
quan sát.

I Sau khi đã thu thập dữ liệu, m văn bản x(1), . . . , x(m), kiến thức của
nhà thống kê về θ được tổng kết thành phân bố hậu nghiệm.

Phân bố hậu nghiệm được xác định bằng công thức Bayes nổi tiếng:

dΠ(θ|x) =
p(x|θ) · dΠ(θ)∫
p(x|θ) · dΠ(θ)

.

Có thể chứng minh được rằng khi số lượng dữ liệu càng nhiều thì
phân bố hậu nghiệm tập trung càng gần về giá trị “chân lý” của θ
(Nguyen, 2015): niềm tin của các nhà thống kê Bayes cũng tiệm cận
dần tới chân lý!

Nguyễn Xuân Long (Univ of Michigan) lim sup
∫

data · (math ∧ stat ∧ cs ∧ ...) VIASM, 2017 53 / 118



Differentiation vs Integration

MLE, a popular estimation approach of the Frequentist school,
requires taking differentiation of information given by data (via
likelihood function)

Bayesian inference requires integration with respect to prior and
likelihood over the domain of parameter (possible truth)

In this way, the two schools can be seen as complementary, but there
are other distinctions that are technically fascinating and can
sometimes be philosophically difficult to reconcile

I topic of the second part of lecture
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Thuật toán học chủ đề

Thách thức cho Thống kê hiện đại và học máy: mục tiêu tính toán
hiệu quả những đại lượng trọng yếu như ước lượng MLE, hay phân bố
hậu nghiệm.

I để có độ tin cậy cao các thuật toán phải quét qua một số lớn các văn
bản có độ dài khác nhau, con số đó có thể đến hàng vạn, hàng triệu,
thậm chí hàng tỷ

I thời gian chạy thuật toán có thể mất hàng ngày hoặc hàng tuần để có
được kết quả tương đối chính xác của bài toán tìm cực đại cho hàm
khả dĩ.

Thường chỉ cần tìm các giải pháp xấp xỉ

I phép suy diễn biến phân (variational inference) (Blei et al, 2003).
I phương pháp suy diễn Bayes xấp xỉ dựa vào Markov Chain Monte Carlo

Có một thực trạng khó chịu: phép biến phân xấp xỉ cho ra kết quả rất
nhanh, nhưng lại không trúng. Ngược lại, thuật toán mô phỏng chuỗi
Markov đưa ra được ước lượng khá trúng, nhưng lại không nhanh.
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What have we illustrated?
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Elements of the science

... the science of learning from data, with all that it entails

elements of data representation
I from data storage to abstract data structures and visualization
I both in a mathematical sense and sense of a computer system

elements of statistical learning and inference
I from statistical modeling to prediction and inference
I interplay of algorithmic and statistical efficiency

elements offered by real-world data domains in sciences and industry
I fresh challenges in data scale and complexity
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What kind of math?

For an undergraduate:

probability and statistics (and real and functional analysis):
how to think about uncertainty and inference

linear algebra and matrix/tensor analysis: how to represent

continuous and discrete optimization: how to optimize

More math in advanced data science research:

combinatorics: random discrete structures

differential geometry: for statistical theory and algorithm analysis

topology: topological data analysis

and so on
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Kết luận: data science ≥
∫

Ω

data · (math ∧ stat ∧ cs)

Công nghệ thông tin mang cho ta nguồn dữ liệu dồi dào, làm nảy
sinh một nhu cầu cần suy diễn với những dữ liệu ấy.

Thống kê và toán học cho ta một nền móng và công cụ để suy diễn
một cách hợp lý.

I Ngược lại sự phát triển của khoa học suy diễn từ dữ liệu, dữ liệu lớn, cũng đưa toán học tới gần với các ứng

dụng của xã hội hiện đại hơn bao giờ hết. Vấn đề suy diễn với các cấu trúc phức tạp cũng có tác dụng thúc đẩy

sự phát triển nội tại của toán học.

Không chỉ đòi hỏi sự chuẩn bị tốt về toán học, một chuyên gia về
KHDL phải có sự tò mò đối với thực tiễn, có khả năng diễn đạt thành
thục bằng ngôn ngữ của toán, có sự liều lĩnh để sử dụng ngôn ngữ ấy
vào dữ liệu thực.
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Outline

1 Overview

2 Elements of data science

3 Topic modeling for text data: an illustration

4 Bayesian and frequentist schools in statistical inference

5 References
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Frequentist Bayesian
Bernoulli, Gauss, Kolmogorov
Pearson, Wald, Stein, Lehmann

Ronald Fisher (1890–1962)

Jerzy Neyman (1894–1981)

Brad Efron (1936–)

Bayes, Laplace, Borel
Good, Jeffreys, Savage, Lindley

Thomas Bayes (1702–1761)

Bruno de Finetti (1906–1985)

David Blackwell (1919–2010)
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A simple question

Nếu trong năm vừa qua bạn tới trường 200 ngày, và tới trễ mất 102 ngày.
Hỏi: ngày mai xác suất bạn đi trễ là bao nhiêu?

“Quá dễ không cần nghĩ! Tôi không cần phải học thống kê để trả lời câu
hỏi này. Khả năng trễ xấp xỉ bằng 1/2 (chính xác là 0.51)!”.
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Another question

8/11/2016 là ngày nước Mỹ đi bầu cử tổng thống.

Trên trang FiveThirtyEight.com Nate Silver (người đã dự báo chính xác
kết quả bầu cử tổng thống vài lần trước) có ghi, lúc 9 giờ sáng:

“Xác suất Hillary Clinton thắng cử là 71%”

Tối hôm đó, Donald Trump được tuyên bố thắng cử trong sự kinh ngạc
của rất nhiều người.
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a familiar mathematician’s question
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In 1950, an economist preparing a report asked statistician David
Blackwell (not yet a Bayesian) to estimate the probability of another world
war in the next five years.
Blackwell answered: "Oh, that question just doesn’t make sense.
Probability applies to a long sequence of repeatable events, and this is
clearly a unique situation. The probability is either 0 or 1, but we won’t
know for five years."
The economist replied,
"I was afraid you were going to say that. I’ve spoken to several other
statisticians, and they all told me the same thing."

Excerpt from “A theory that would not die” – Sharon McGrayne
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We use probability to quantify uncertainty of our knowledge given data, in
our life (often instinctively) and in our work

There are two interpretations of probabilities: frequentist probability and
Bayesian probability

the mathematical concept of probability is the same, it is how to use
probability to quantify knowledge that is different!

Mathematical Statistics provides the mathematical foundation to resolving
the question of (inductive) inference.

The two different interretations correspond to two distinct approaches to
statistical inference
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In a nutshelf

Frequentist approach is natural when data can be obtained by repeated
experiments

Bayesian approach is more appropriate when one needs to draw conclusion
based on only the data available
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Statistical Learning/Inference

Nguyễn Xuân Long (Univ of Michigan) lim sup
∫

data · (math ∧ stat ∧ cs ∧ ...) VIASM, 2017 68 / 118



Vague definition: statistical inference is about making sense of data.

Operational definition: a computational process of turning data to
statistics, prediction and understanding.

Mathematical representation of data and knowledge

the data are represented by a variable x taking values in X
the inference is made regarding some notion of true knowledge
(truth) represented by parameter θ ∈ Θ.
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x the records of your lateness in past year; θ the probability you will be
late tomorrow.

x a collection of heights sampled from a population; θ the typical height of
nation.

x is the blinking cursor on radar screen; θ ∈ R3 the actual location of
airplane.

x represents poll numbers; θ = 1 or 0, whether you will become president
or not.

x the weird dream you have tonight; θ the winning lottery number
tomorrow.

x your birth date; θ your future life event.
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A less obvious example, x is the collection of data pair of the form (y , z),
where z is the binary class label representing the "class" of y . θ is a
classification function

θ maps y to prediction θ(y) of true label z
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A clustering problem involves subdividing a collection of data points
represented by x into "clusters", which can be represented by θ.
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point of departure:

data is random
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Statisticians universally agree to take x to be random.
Moreover, there has to be some sort of link between x and θ that allows us
to draw inference about θ given the information we have based on x .

using the language of probability, it is assumed that x is a random
variable distributed according to a distribution function parameterized
by θ. We write

x ∼ f (x |θ)
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meaning of f (x |θ)

f (x |θ) is called a probability model for data x .

It means: if I know the true θ, f gives me a probabilistic mechanism for
obtaining the random x .

The statistical inference problem can be reduced to this: given the data
(which is a realization of random variable x), what can we say about θ?
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the distribution-free appearance

Most statisticians agree up to this point. Moreover, the distribution-teller
f is assumed known, so the remaining issue left is with θ.

It is worth noting that there are many problems especially those tacked in
machine learning, distribution-free approaches may be prefered. This
means that the probability model f is implicit rather than being explicit.
Nonetheless, it is still extremely useful to think that such an underlying
model f exists, if one is to understand and analyze the properties of the
inference approaches, even if such approaches do not overtly make use of
any probability assumption.
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the Great Debate:

unknown θ is random, or is this not?
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Having said that data x is a realization of some probability model f (x |θ),
statisticians may not agree about the nature of θ: Bayesians say that θ is
random; frequentists insist that it is not. This leads to the famous
frequentist-Bayesian divide.
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in some settings, the distinction is quite superficial, but in some other
settings, the difference is fundamental. In some other settings they are
quite complementary.

it appears that the span of Bayes and frequentist axes do not cover all of
statistical inference. With the increased interest in large scale inference,
computational considerations represent another formidable dimension that
promises to rewrite the entire landscape of modern statistics.
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no longer does the frequentist vs Bayes debate excite as much passion as
it did half a century ago.

pragmatic viewpoints seem to prevail these days: anything goes if it
"solves" a problem.

an increasingly accepted view now is that we should continue to honor the
distinction between the two approaches, while recognizing that with
computational axis now becoming a major player, a complete story of
statistical inference may yet to be written.
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Bayesian inference
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basic concepts

Since the Bayesian approach posits that parameter θ is random, it needs
to be endowed with a probability distribution π on the parameter space Θ,
namely π(θ).

π shall be called “prior distribution”

The conditional distribution of θ given data x can now be obtained via the
law of probability — this is famously called the Bayes’ rule

π(θ|x) =
π(θ)f (x |θ)∫
π(θ)f (x |θ)dθ

This conditional distribution is called posterior distribution. Bayesian
inference is drawn on the basis of the posterior distribution, conditionally
on the data x .
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Note that the denominator is equal to the marginal distribution of x which
is induced by the joint distribution of θ and x . Because the marginal of x
does not depend on θ, we may write that

π(θ|x) ∝ π(θ)f (x |θ),

or
posterior ∝ prior× likelihood
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(Ilustration of Kim Larsen)
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posterior ∝ prior× likelihood

This is one of the most influential equations in the history of development
of human thoughts. The equation makes it clear that the information on θ
given observation x must come from a combination of both the model and
the prior knowledge about the model.
What is more striking is that it puts both the causes (θ) and effects (x) on
the same conceptual level, because both of them have probability
distributions.
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A robot’s Bayesian analysis to self-localize

Sample of possible locations from prior distribution

[Source: Choset et al, 2005]
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Sample from posterior distribution after 10 data points (via sensor scans)
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Sample from posterior distribution after 65 data points
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criticism of Bayesian viewpoint

First, what if θ is deterministic?

Second, where does this prior come from? Requiring the priors means
inference is no longer objective. Moreover, the business of putting priors on
things seems treacherous.

Third, computationally expensive to calculate the posterior distribution.
All these questions are legitimate and can be addressed.
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advantages of Bayesian viewpoint

First, at the conceptual level, the Bayesian choice simplifies inference
greatly, by equating statistical inference to the inverse problem in
probability.

in fact, at the time of Bayes and Laplace (all the way up to the
advent of modern statistics in the 20th century), Statistics was often
called inverse probability.

Second, at a more pragmatic level, by being explicit about the prior
distribution as another source of inference, the Bayesian choice does not
shy away from subjectivity.

Third, prior distribution is the best way of summarizing our available prior
knowledge (or the lack of such knowledge) as well as the residual of
uncertainty, thus allowing for the incorporation of this imperfect
information about the decision making process.
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Bayes vs Frequentist
via lense of decision-theoretic framework
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Abraham Wald (1902–1950)
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basic decision-theoretic concepts

To evaluate the quality of an inference procedure, in this framework we
need a notion of loss, a function ` : Θ×D → [0,+∞).

Θ is the space of parameters representing the state of nature,
D is called a decision space.

Thus the value `(θ, δ) represents the quality of action δ regarding the state
of nature θ.
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parameter estimation

In parameter estimation, the goal is to simply estimate θ given data x .
Then, δ is a function of data x , and D = Θ, while ` represents some sort
of estimation error.

The squared loss function is given by `(θ, δ) := (θ − δ)2, for real-valued
θ, δ.
For classification problem, a zero-one loss function is defined as
`(θ, δ) := I(θ 6= δ).
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frequentist risk

A frequentist is interested in the following notion, frequentist risk, the
expected loss that one incurs by averaging over all data realizations

R(θ, δ) = Eθ`(θ, δ(x))

where θ is fixed, and the expectation is taken with respect to the
distribution of x , namely, some f (x |θ).

Clearly one would prefer a procedure/decision δ which yields smallest risk.
But the frequentist risk is a function of θ.
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This raises some difficulty: how do we compare between different
procedures?

Given two procedures δ1 and δ2, if R(θ, δ1) ≤ R(θ, δ2) for all θ, i.e., δ1
dominates δ2 everywhere, we say that δ2 is inadmissible — we should
always opt for δ1 instead.

More commonly, there are ranges of the parameter space in which δ1
dominates δ2, and then ranges where δ2 dominates δ1. Moreover, we do
not know which range does the true θ lie in.
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unbiased procedures

A way to get around it, from a frequentist viewpoint, is to restrict the
class of procedures to a subset with a sensible property, such as classes of
unbiased procedures.

that is, those δ such that Eδ(x) = θ.

Within the unbiased class one may look for the procedure with a minimum
risk (e.g., minimum variance).
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Example

For squared loss, we have `(θ, δ(x)) = (θ − δ(x))2. Then,

R(θ, δ) = Eθ(θ − δ(x))2

= (θ − Eθδ(x))2 + Eθ(δ(x)− Eθδ(x))2

= Bias2 + Variance.

This motivated minimum variance unbiased (MVU) estimators.

Critique: Bayesian statisticians do not find this criterion appealing,
because it involves averaging over all possible data realizations x , leaving
no particular attention to the actual data x available at hand. Finally, it
must be noted that insisting on unbiasedness would leave out good
procedures. In fact, Bayesian procedures are generally unbiased.
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Example

We want to estimate the height of a daughter, denoted θ, given the
height of the mother, denoted by x .
Assume that (x , θ) ∼ N2(µ,Σ), where µ := (µ1, µ2) = (160, 160)T (in
centimeters). Σ has equal variances, Σ11 = Σ22 = σ2, and correlation
ρ := Σ12/σ

2 = 0.5.
The Bayesian approach takes the conditional mean of θ given x :

E(θ|x) = µ2 + ρ(x − µ1) = 160 + ρ(x − 160).

Verify that this is unbiased. Given fixed θ, E(x |θ) = µ1 + ρ(θ − µ2), so

Eθ(µ2 + ρ(x − µ1)) = 160 + ρ(Eθx − 160)

= 160 + ρ(160 + ρ(θ − 160)− 160)

= 160 + ρ2(θ − 160) 6= θ.
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Example (continued...)

Consider instead a linear estimator of the form

δ(x) := 160 + η(x − 160),

then Eθδ(x) = 160 + η(160 + ρ(θ − 160)− 160) = θ iff we set η = 2.
Is this a good estimator?
Suppose that the mother is observed to measure at 170 cm, then the
Bayesian estimate for the daughter would be 160.25, while the unbiased
estimator gives 180cm. This contradicts our common sense, that
exceptionally tall people are flunctuation, where most people would be
concentrated near the mean.

Mathematically, the Bayesian estimate naturally exercises a technique that
is now known as “shrinkage”, or regularization/penalization. Shrinkage
estimators are now widely accepted as they provide superior performance
both practically and theoretically.
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Minimax optimality in frequentist inference

Another way is to compare the procedure based on the worse case
scenario, supθ R(θ, δ). The procedure that achieves the infimum of the
worse case scenario is called the minimax optimal procedure.

that is, δ∗ such that

inf
δ∈D

sup
θ

R(θ, δ) = sup
θ

R(θ, δ∗).
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This is an elegant mathematical solution to the problem of comparison.

But from an inferential standpoint, the minimax criterion picks procedure
that pays attention only at the most difficult range of parameter θ, the
range of values which may never actually happen.

It is possible that the true value of θ is not within such a range, and that
for the typical true value of θ, there exists procedures δ′ for which the risk
R(θ, δ) is far smaller than the risk incurred by the minimax optimal
procedure:

R(θ, δ′)� R(θ, δ∗).
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The minimax criterion is most appropriate in situations when the state of
nature θ acts in an adversarial manner.

for instance, θ represents a mechanism for generating spam mails.
Then one can expect the spammers to change θ from time to time to
get around improved spam filters.

Moreover, the minimax risk is in some sense indicative of the difficulty of
an inference problem.
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Bayesians generally ignore the worst case scenarios, though not entirely.
Instead, they look to introduce a “weight function” of θ to tell which part
of the parameter deserves more attention, and seek for procedure that
minimizes according to this weight function. This weight does not merely
come from our prior knowledge — it is also driven by the data that we
observe. As one may guess, this weight function will come from the
posterior distribution of θ given the data.
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Frequentist is pessimistic

By centering on frequentist risk

R(θ, δ) = Eθl(θ, δ(x))

a frequentist approach

is in favor of procedures that perform well on average among all
possible data realizations, including the data that were not actually
observed.

some procedures are also evaluated by averaging over all possible
experiments, including the ones that could have been performed, but
were not.

such is the spirit of a frequentist, always seeing the data as just an
instance of a lot more to come, perennially worried about what may
happen far into the future, instead of dwelling on the availability of
the presence.
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Bayesian decision theory

The Bayesian approach integrates on the space Θ since θ is unknown,
instead of integrating on the space X , as x is known.

It relies on the posterior expected loss, or posterior risk

ρ(x , π) =

∫
l(θ, δ(x))π(θ|x) dθ.

The integration is with respect to the posterior distribution π(θ|x)

Definition

(Bayes action). The Bayes action, δ∗(x) is the value of δ(x) that
minimizes the posterior risk.
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If ` is the square loss, then δ∗(x) = E(θ|x), the posterior mean.

If ` is the absolute error loss, `(θ, δ) = |θ − d |, given that Θ = D = R,
then δ∗(x) is the median of the posterior distribution π(θ|x).

The zero-one loss arises in the contexts of binary hypothesis test and
classification problem. Here Θ = D = {0, 1}, and `(θ, d) = I(θ 6= d). The
two hypotheses H0 and H1 are to be distinguished. Then, δ∗(x) = 1 if
π(H1|x) ≥ π(H0|x) and 0 otherwise.
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Bayes and Frequentist

Bayes perspective: considers expected loss by averaging over parameter θ

Frequentist perspective: considers expected loss by averaging over data x .

These two concepts are linked by Fubini’s theorem.

Definition

Let R(θ, δ) be the frequentist risk, and π a distribution over θ. A Bayes
rule is a decision δ which minimizes the expected risk, obtained by
averaging the frequentist risk over θ:

r(π, δ) =

∫
R(θ, δ)dπ(θ).

The minimum expected risk is called “Bayes risk”.
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By Fubini’s theorem, we can write

r(π, δ) =

∫ ∫
l(θ, δ(x)f (x |θ)π(θ)dθdx =

∫
ρ(x , π)p(x)dx .

It can be observed that the Bayes action achieves the Bayes risk.

While this sounds great for a Bayesian, a "hard-core" frequentist might
simply shrug at this result, for she would not care about the Bayes risk in
the first place!
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Summary

BAYES
– parameter θ is random
– data x is fixed
– overtly subjective and optimistic
– suitable when data can’t be
replicated, and knowledge highly
uncertain
– computationally more expensive

FREQUENTIST
– parameter θ is non-random;
– data x is one of more to come
– overtly pessimistic and aims to be
objective
– suitable when data experiments
replicable
– good for evaluation of procedures

— “Big data” does not always mean data experiments are easily replicable for the
inference question of interest, partly because space of inference questions also
grows quickly

— Sometimes it is not easy to know which setting to put ourselves in; this is a

choice we must make. There is also a computational consideration that

increasingly becomes another central pillar of inference (e.g., what if θ cannot be

computed efficiently even if we know in which form it is supposed to be)
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First detection of gravitational waves

predicted by Einstein 100 years ago

gravitational waves estimated to have travelled for 1 billion years, due to the
merger of two blackholes

energy released by the merger reached a level greater than combined power
of light radiated by all the stars in the observable universe
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widely lauded to be the greatest scientific discovery of 21 century,
and a great triump for experimental astrophysics
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much work go into statistical analysis to validate the theory
I to make sure signals are not due to noise or other souces of disturbance
I to identify correctly the source of event consistent with physical theory
I to provide accurate estimate of source parameters (about blackholes)
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first two tasks were achieved by sophisticated physics model based
hypothesis tests (maximum likelihood based tests), i.e., frequentist
approach

the last task was achieved by a refined Bayesian analysis
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Frequentist or Bayes, which side are you?

understanding this foundation of inference can help us to avoid
pitfalls and abusive practices (e.g., the tendency to draw conclusion
you want to draw a priori, via misuses of p-value, the sensitivity of
model choice)

the Bayes vs frequentist divide will always exist due to the unsolvable
nature of inductive inference and the nature of knowledge

most of the time it appears that the two approaches actually
complement other rather than contradict

depending on data/problem, one may choose which approach to
proceed

I if this sounds a bit Bayesian, that is because the author’s outlook
actually is; although neither would a hard-core frequentist nor a
hard-core Bayesian approve of this inconsitency!
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