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One of the authors have developed the method independent of numerical integration for analyzing
the stability of limit cycle walking with constraint on impact posture. In this paper, we extend
the method to a kneed biped model and analyze the stability and gait properties. First, a planar
three-linked biped model is introduced and its mathematical model is developed. The underactuated
bipedal gait is generated by applying an output following control to the desired-time trajectories of
the hip and knee joint angles. Second, the transition function of the state error is analytically derived
based on linearization of motion and quadratic approximation of mechanical energy. Finally, we
discuss how the gait properties change according to the system parameters. The symbolic calculation
task in the three-linked model is heavy, so we partially apply numerical calculation.
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1 はじめに
2脚ロボットの動的歩容の安定性を知るためには，計算精度や

初期状態の適切な設定を必要とする数値シミュレーションの実行
が不可欠であった [1][2]．この問題に対し筆者のうちの一人は，
運動の線形近似と力学的エネルギーの 2次近似に基づく状態誤差
遷移関数の解析的導出法を提案し，数値積分に依存しない新しい
歩行安定性解析手法を確立した．この手法の有効性は連結型リム
レスホイール（1自由度モデル [3]）およびコンパス型 2脚ロボッ
ト（2自由度モデル [4]）の解析を通して既に確認されている．し
かしながら，多自由度モデルでは計算負荷が大幅に増えるため，
解析計算が困難であるという問題が残されていた．そこで本稿で
は，3自由度の劣駆動 2脚モデルを解析対象として導入し，シン
ボリック計算負荷や解析解の精度について議論する．更には，目
標整定時間などの制御パラメータに対する収束特性の変化を観測
する．

2 膝関節を持つ劣駆動 2脚ロボット
2.1 モデリングと制御系の設計
図 1 に本稿で扱う膝関節を持つ劣駆動 2 脚ロボットのモデル

を示す．詳細は文献 [5]の中で述べているので，ここでは概要だ
け以下にまとめる．次の仮定をおく．
(A1) 支持脚は，膝関節が機械的にロックされており 1リンクと

して扱えるため，全体では 3リンク構造となる．
(A2) 足部は中心が脚フレーム上にある半径 R [m] の半円足と

する．
(A3) 股関節と遊脚膝関節には制御トルク uH，uK を印加できる．
(A4) 股関節角度 θ1 − θ2 と遊脚の膝関節角度 θ2 − θ3 を目標の

時間軌道に厳密に追従させる．
(A5) 遊脚が床面に衝突する直前の股関節角度は 2αに制御され，

常に同じ 1自由度の剛体として倒れ込む．
(A6) 衝突相では股関節と膝関節は機械的に固定されている．

2.2 運動方程式と衝突方程式
一般化座標ベクトルを θ = [θ1 θ2 θ3 ]

T とすると，運動方程
式は

M(θ)θ̈ + h(θ, θ̇) = Su (1)

となる．ここで Suは制御入力ベクトルであり，

Su =

[
1 0

−1 1
0−1

] [
uH
uK

]
(2)

である．仮定 (A5)により，衝突直前・直後の θ の関係式は次の
ように定まる．

θ± =

[
∓α
±α
±α

]
(3)
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Fig.1 Planar underactuated kneed biped model

非弾性衝突モデルは一般化座標ベクトルを q = [x z θ1 θ2 θ3 ]
Tと

拡張することで次のように導かれる．

M̄(α)q̇+ = M̄(α)q̇− + JI(α)
TλI (4)

JI(α)q̇
+ = 04×1 (5)

式 (5)は衝突直後の速度拘束条件を表すものである．仮定 (A5)(A6)
により，角速度ベクトルに対する状態遷移方程式は

θ̇
+

i = Ξ(α)θ̇
−
i = Ξ(α)

[
1
1
1

]
θ̇
−
1(i) =

[
ξ1
ξ1
ξ1

]
θ̇
−
1(i) (6)

となるので，角速度ベクトルの各成分の関係は次式となる．

θ̇
+

1(i) = θ̇
+

2(i) = θ̇
+

3(i) = ξ1θ̇
−
1(i) (7)

ただし，下付き文字 “i”は歩数を表すものとする．

2.3 衝突相の安定性
立脚相の状態遷移関数 Q̄を求めるには運動方程式の線形化が

必要であるが，衝突モデルは線形化せず非線形のまま扱う．定常
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歩容において式 (7)は

θ̇
+

1eq = ξ1θ̇
−
1eq (8)

となる．ただし下付き文字 “eq”はその変数がポアンカレ切断面
における平衡点のものであることを表すものとする．式 (7)から
式 (8)を差し引くことで

∆θ̇
+

1(i) = ξ1∆θ̇
−
1(i) (9)

を得る．すなわち，衝突相の状態誤差遷移関数 R̄は ξ1 に一致す
る．また，|ξ1| < 1を満たすので，衝突相は誤差ノルムの減少の
意味で安定であると結論される．

3 線形化モデルと歩容生成
3.1 運動の線形近似と力学的エネルギーの 2次近似
運動方程式 (2)を θ = θ̇ = 03×1 の周りで線形化すると，

M0θ̈ +G0θ = Su (10)

となる．ただしM0 ∈ R3×3 とG0 ∈ R3×3 は共に定数行列であ
る．また，線形化モデル (10)に対応する力学的エネルギーは

E(x) := Pmax +
1

2
xTW 0x (11)

x =

[
θ
θ̇

]
∈ R6, W 0 =

[
G0 03×3

03×3 M0

]
∈ R6×6

で定まる．Pmaxは到達し得る位置エネルギーの最大値である．更
に E(x)の時間微分は

dE(x)

dt
= θ̇

T
Su =

(
θ̇1 − θ̇2

)
uH +

(
θ̇2 − θ̇3

)
uK (12)

となり，線形系においてもエネルギー保存則が成り立つことが分
かる．なお，式 (11)は非線形モデルの力学的エネルギーの 2次
近似式に相当するものである．

3.2 出力追従制御と状態空間表現
股と膝の各関節に相対角度制御出力 y を表す次式を導入する．

y = STθ =
[
θ1 − θ2
θ2 − θ3

]
=
[
y1
y2

]
(13)

yの時間に関する 2階微分は ÿ = STθ̈ = STM−1
0 (Su−G0θ)

となるので，y ≡ yd(t)を実現する制御入力 uは

u = Γ1

(
ÿd(t) + STM−1

0 G0θ
)

(14)

とすれば良い．ただし，Γ1 :=
(
STM−1

0 S
)−1 ∈ R2×2と置いた．

また，yd(t) ∈ R2 は制御出力 y に対する目標軌道の時間関数で
ある（詳細は後述する）．式 (14)の制御入力を式 (10)に代入し
て整理すると次式を得る．

ẋ=Ax+Bÿd(t) (15)

A=

[
03×3 I3

−
(
I3 −M−1

0 SΓ1S
T
)
M−1

0 G0 03×3

]
∈ R6×6

B =

[
03×2

M−1
0 SΓ1

]
∈ R6×2

3.3 目標時間軌道
股関節角度 y1 および遊脚の膝関節角度 y2 に対し，次の目標

時間軌道を導入する．

y1d(t) =

{ 24α

T 5
set

t5 − 60α

T 4
set

t4 +
40α

T 3
set

t3 − 2α (0 ≤ t < Tset)

2α (t ≥ Tset)
(16)

y2d(t) =

Am sin3

(
π

Tset
t

)
(0 ≤ t < Tset)

0 (t ≥ Tset)
(17)

これらの式は次の境界条件を満たす．

y1d(0
+) =−y1d(Tset) = −2α

ẏ1d(0
+) = ẏ1d(Tset) = 0, ÿ1d(0

+) = ÿ1d(Tset) = 0

y2d(0
+) = y2d(Tset) = 0,

ẏ2d(0
+) = ẏ2d(Tset) = 0, ÿ2d(0

+) = ÿ2d(Tset) = 0

このとき y → y1d(t)であれば股関節角度は立脚相において −2α
から 2αへと制御される．また，Ti [s]を i歩目の歩行周期として，
常に Tset ≤ Ti が成り立つことを仮定する．膝関節は Am < 0の
ときヒトと同じ方向に，Am > 0のとき逆方向に屈曲する．

4 状態誤差遷移関数の導出
4.1 衝突直前の運動エネルギーの漸化式

K−
i [J]を i歩目の衝突直前の運動エネルギーとすると，次の

関係式が成り立つ．

K−
i+1 = εK−

i +∆Ei (18)

ただし ∆Ei [J]は i歩目の立脚相における回復エネルギー，εは
次式で定義されるエネルギー損失係数である．

ε :=
K+

i

K−
i

=

1
2
I ′
(
θ̇
+

1(i)

)2
1
2
I ′
(
θ̇
−
1(i)

)2 =

(
θ̇
+

1(i)

θ̇
−
1(i)

)2

= R̄2 (19)

また，上式の I ′ [kg·m2]は支持脚交換時の慣性モーメントで，次
式で定まるものである．

I ′ :=

[
1
1
1

]T
M(α)

[
1
1
1

]
, M(α) := M(θ)|θ1=−θ2=−θ3=α

K−
i+1，K−

i ，∆Ei は∆θ̇
−
1(i) のみの関数であるので，以下に述べ

るようにポアンカレ写像関数を解析的に求めることができる．

4.2 力学的エネルギー平衡式
定常歩容において，衝突直前の運動エネルギーは次の関係を満

たす．

K−
eq = εK−

eq +∆E∗ (20)

K−
eq := lim

i→∞
K−

i =
∆E∗

1− ε
, ∆E∗ := lim

i→∞
∆Ei (21)

上付き文字 “∗”はその変数が定常軌道のものであることを表すも
のとする．式 (21)は次のように等価変形される．

F
(
θ̇
−
1eq

)
:= (1− ε)K−

eq −∆E∗ = 0 (22)

F
(
θ̇
−
1eq

)
= C2

(
θ̇
−
1eq

)2
+ C1θ̇

−
1eq + C0 = 0 (23)

K−
eq は θ̇

−
1eq の 2 次方程式であり，∆E∗ は後述するように θ̇

−
1eq

の 1次方程式である．すなわち，

(1− ε)K−
eq = C2

(
θ̇
−
1eq

)2
, ∆E∗ = −C1θ̇

−
1eq − C0 (24)

が成り立つ．θ̇
−
1eq は 2次方程式 (22)の正の解として求まる．

4.3 回復エネルギー
i歩目の回復エネルギー∆Ei は，制御入力 (14)を式 (12)に代

入して時間積分することで次のように求まる．

∆Ei =

∫ Tset

0+
ẏd(s)

TΓ1ÿd(s)ds

+

∫ Tset

0+
ẏd(s)

TΓ2θ(s)S
TM−1

0 G0ds (25)

ここで Γ2 := Γ1S
TM−1

0 G0 ∈ R2×3 は定数行列であり，次の関
係式が成り立つ．∫ Tset

0+
ẏd(s)

TΓ1ÿd(s)ds =

[
1

2
ẏd(s)

TΓ1ẏd(s)

]s=Tset

s=0+
= 0 (26)

従って，∆Ei は最終的に

∆Ei =

∫ Tset

0+
ẏd(s)

TΓ2θ(s)ds (27)

で計算されることが分かる．θ(t)は状態方程式 (15)の解x(t) ∈ R6

として次のように求まる．

x(t) = eAtx+
i +

∫ t

0+
eA(t−s)Bÿd(s)ds =

[
θ(t)
θ̇(t)

]



3 リンクモデルにおいては，上式による x(t) と ∆Ei のシンボ
リック計算は負荷が重く，解析解の導出が困難である．そこで次
の方法で低次元化し負荷の軽減を試みる．関係式[

θ1
y

]
=
[

θ1
yd(t)

]
=

[
[1 0 0]
ST

]
θ (28)

が成り立つので，θ は

θ =

[
[1 0 0]
ST

]−1 [
θ1

yd(t)

]
=

[
1
1
1

]
θ1 +

[
0 0
−1 0
−1−1

]
yd(t)

= T 1θ1 + T 2yd(t) (29)

と求めることができる．積分計算式 (27) にはゼロダイナミクス
θ1 のみが未知変数として含まれるので，線形化した運動方程式
から θ1 のみを求めれば ∆Ei の計算が可能となる．式 (29)を式
(10)に代入し整理すると次式を得る．

θ̈ =−
(
I3 −M−1

0 SΓ1S
T
)
M−1

0 G0T 1θ1

−
(
I3 −M−1

0 SΓ1S
T
)
M−1

0 G0T 2yd(t)

+M−1
0 SΓ1ÿd(t) (30)

式 (30)の第 1行を抜き出すと次式を得る．

θ̈1 = ω2
Zθ1 + F (t), ωZ =

√
Mgl

Ml2 + I ′
(31)

これよりゼロダイナミクスの状態空間表現は

d

dt

[
θ1
θ̇1

]
=

[
0 1
ω2
Z 0

] [
θ1
θ̇1

]
+
[

0
F (t)

]
(32)

となり，これを ẋZ = AZxZ + bZ(t)と表記する．θ1(t)は低次
元化された状態方程式 (32)の解として

xZ(t) = eAZtx+
Z(i) +

∫ t

0+
eAZ(t−s)bZ(s)ds =

[
θ1(t)
θ̇1(t)

]
(33)

と求まる．ただし，x+
Z(i) =

[
θ+1(i) θ̇

+

1(i)

]T
とした．ここで θ̇

+

1(i) =

ξ1θ̇
−
1(i) の関係から，θ1(t)と∆Ei は等価的に θ̇

−
1(i) の関数である

ことが分かる．

4.4 Q̄の導出

i歩目の脚衝突直前の運動エネルギーは次式で近似できる．

K−
i ≈ 1

2
I ′
((

θ̇
−
1eq

)2
+ 2θ̇

−
1eq∆θ̇

−
1(i)

)
=K−

eq + I ′θ̇
−
1eq∆θ̇

−
1(i) (34)

同様に K−
i+1 も

K−
i+1 ≈ K−

eq + I ′θ̇
−
1eq∆θ̇

−
1(i+1) (35)

となる．∆Ei は θ̇
−
1(i) の 1次関数なので，

∆Ei =−C1θ̇
−
1(i) − C0 = −C1

(
θ̇
−
1eq +∆θ̇

−
1(i)

)
− C0

=∆E∗ − C1∆θ̇
−
1(i) (36)

とおける．式 (34)(35)(36)を式 (18)に代入すると，

K−
eq + I ′θ̇

−
1eq∆θ̇

−
1(i+1) = ε

(
K−

eq + I ′θ̇
−
1eq∆θ̇

−
1(i)

)
+∆E∗ − C1∆θ̇

−
1(i) (37)

を得る．更に式 (36)から式 (20)を差し引くことで

I ′θ̇
−
1eq∆θ̇

−
1(i+1) = εI ′θ̇

−
1eq∆θ̇

−
1(i) − C1∆θ̇

−
1(i) (38)

となり，最終的に

∆θ̇
−
1(i+1) =

(
ε− C1

I ′θ̇
−
1eq

)
∆θ̇

−
1(i) (39)

と整理できる．これは次の関係を意味するものである．

Q̄R̄ = ε− C1

I ′θ̇
−
1eq

(40)

更に関係式 ε = R̄2 と θ̇
+

1eq = R̄θ̇
−
1eq を使えば，Q̄は

Q̄ = R̄− C1

I ′θ̇
+

1eq

(41)

と整理され，R̄との関係が明確になる．

5 安定性解析
5.1 シンボリック計算の負荷について
前章で述べた低次元化を用いてMathematica[6]による x(t)と

∆Ei のシンボリック計算を試みたが，計算負荷が重く解析解を
求めることができなかった．そこで本稿では数値積分を導入して
x(t)と ∆Ei を求めることとした．x(t)と ∆Ei の時間微分値が

d

dt

[
x(t)

∆Ei(t)

]
=

[
Ax(t) +Bÿd(t)
ẏd(t)

TΓ2θ(t)

]
(42)

に等しいことから，これを t = 0 から Tset まで数値積分するこ
とで∆Eiの値を求めることができる．計算にはMaTX[7]を用い
たが，数秒間で結果が得られた．

5.2 Am の影響
まず Am の影響を解析する．Am を 5 通りに設定し，次の手

順で計算を行った．
(P1) 物理パラメータを表 1の値に，Tset を 0.5 [s]に設定する．

(P2) 初期状態を次のように設定する．

θ(0+) =

−α

α

α

 , θ̇(0+) =

ξ1θ̇1(a)(0
−)

ξ1θ̇1(a)(0
−)

ξ1θ̇1(a)(0
−)


(P3) Tset まで数値積分を行い，得られた ∆E(a)(= −C1θ̇

−
1(a) −

C0)を保存する．

(P4) 上記 (P2)とは異なる角速度を持つ次の初期状態を設定する．

θ(0+) =

−α

α

α

 , θ̇(0+) =

ξ1θ̇1(b)(0
−)

ξ1θ̇1(b)(0
−)

ξ1θ̇1(b)(0
−)


(P5) 再度 Tset まで数値積分を行い，得られた ∆E(b)(=

−C1θ̇
−
1(b) − C0)を保存する．

(P6) C1 と C0 は次式から求めることができる．

C1 =−
∆E(a) −∆E(b)

θ̇1(a)(0−)− θ̇1(b)(0−)

C0 =−C1θ̇1(a)(0
−)−∆E(a)

θ̇
−
1eq は 2 次方程式 (22) から，Q̄ は式 (41) から求めること
ができるので，それぞれの得られた値を保存する．

(P7) Tset を 0.01増加させ，Tset = 1.0となるまで (P2)からの手
順を繰り返す．

Table 1 Physical parameters of kneed biped model

m1 5.0 kg
m2 3.5 kg
m3 1.5 kg
mH 10.0 kg
I 0.212625 kg·m2

l1 1.0 m
l2 0.5 m
l3 0.5 m

a1 0.565 m
a2 0.20 m
a3 0.25 m
b1 0.435 m
b2 0.30 m
b3 0.25 m
R 0.40 m



図 2 は上記の手順で得た Q̄ を 5 通りの Am について Tset に対
してプロットしたものである．ξ1θ̇

−
1(a) と ξ1θ̇

−
1(b) はそれぞれ 1.00

と 1.01 [rad/s]とした．また各Amの値に対して 51点のデータを
求め（数分で計算可能），それらを結んでいる．結果より，Speed
modeから Deadbeat modeへ向けて収束特性が変化（収束速度が
単調に増大）していることが分かる．Am = −0.60 [rad]の場合は
更に Totter modeにまで変化している．Speed modeにおいて Tset

が同じである場合には，ヒトと同じ膝関節の屈曲方向の場合，つ
まり Am < 0の場合より高収束となっていることも分かる．

5.3 αの影響
図 3 は 5 通りの α について，Tset に対する Q̄ の値をプロッ

トしたものである．これも前述の計算手順で αを算出している．
なお，Am は 0.3 [rad]（ヒトとは膝関節が逆に屈曲）とした．結
果より，Q̄は Tset に対して先と同様の変化傾向を示しているこ
とが分かる．一方，Q̄は αが増加するに従い減少していること
も分かる．αが大きくなると R̄ = ξ1 も減少するため [5]，Speed
modeの場合は歩幅が大きいほど高収束になると結論される．

5.4 数値解との誤差について
図 4 は Am = −0.30 [rad]，α = 0.25 [rad] とした非線形モデ

ルにおいて，衝突直後の状態誤差∆θ̇
+

1(i) を 4通りの Tset につい
てプロットしたものである．この場合，R̄ = 0.935883で衝突相
は安定である．Q̄R̄の符号は Q̄のそれに一致するので，Q̄の正
負から収束モードを特定できる．数値シミュレーション結果は，
Tset の増加に伴い Speed mode から Totter mode へと収束特性が
変化することを裏付けるものである．
表 2に Tset の値とこれに対応する Q̄と Q̄R̄の解析解の値を示

す．全ての場合で収束特性は Speed modeを示しており，図 4の
結果もこれに従っていることが分かる．また，詳細については省
略するが，収束速度は表 2の理論値に十分近いものとなっている．
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Table 2 Theoretical values of Transition Functions where
Am = −0.30 [rad] and α = 0.25 [rad]

Tset [s] Q̄ Q̄R̄

0.70 0.435287 0.407378

0.80 0.311037 0.291094

0.90 0.172305 0.161257

1.00 0.0170768 0.0159819

6 今後の課題
本稿では，数値積分に依存しないリミットサイクル型動歩行の

安定性解析法を，膝関節を持つ 3自由度の劣駆動 2脚歩行モデル
へと拡張した．∆Eiのシンボリック計算負荷が大きいため，これ
を回避するために部分的に数値積分を導入したが，Q̄は初期状態
や計算精度に依存することなく求められた．解析結果より，歩容
の収束特性が Tset の増加に伴い Speed modeから Deadbeat mode
へと遷移する（収束速度が単調に増大する）傾向があることを確
認した．また数値シミュレーションを通して，解析解と数値解の
間に大きな誤差は無いことも確認した．
本稿の解析結果では，膝の屈曲方向や振幅は収束特性にあまり

大きな影響を与えていなかった．これは遊脚下腿部の質量が相対
的に軽量であったためであると考えられる．パラメータ励振歩行
が可能な大質量の下腿部を持つモデル [8]においては，膝屈曲方
向や振幅と収束特性との関係がより明確に現れるものと考えられ
る．将来の論文中にて更なる解析結果を報告する予定である．
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