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[I216]
計算量の理論

と
離散数学

上原 隆平, 藤﨑 英一郎

北陸先端科学技術大学院大学
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基本情報 「I216 計算量の理論と離散数学」: 離散数学
パート

URL: https://www.jaist.ac.jp/~fujisaki/

開催：5/11, 5/16, 5/18, 5/23, 5/25, 5/30, 6/1（テスト）
教室：大講義室（ただし、5/18はコラボレーションルーム７（情報
科学系 III棟 5階）なので注意！）
オフィスアワー (Office Hour): 火曜日 (Tuesdays) 3時限 13:30～
15:10

教科書
「代数学から学ぶ暗号理論」宮地充子著，日本評論社. （第１章から
第３章が本授業の範囲をカバーしています.）

参考図書
「代数概論」森田康夫著，裳華房.
A Computational Introduction to Number Theory and Algebra, Victor
Shoup, Cambridge University Press.
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本日の講義の内容

1 部分群

2 集合の同値類、（整数の）合同

3 剰余類から Lagrangeの定理、Fermatの小定理、オイラーの定理

4 付録
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部分群

H が群 (G , ◦)の部分群であるとは、H が G の部分集合であって、二項演
算 ◦を H 上に制限したとき、(H, ◦)が群になるときをいう。

Definition 1

以下の条件をみたすとき、G の部分集合 H を群 (G , ◦)の部分群という。
1 a, b ∈ H =⇒ a ◦ b ∈ H.　
2 a, b, c ∈ H =⇒ (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).
3 e ∈ H

4 a ∈ H =⇒ a−1 ∈ H.　

結合法則は G 上成立するので、H 上も常に成立。よって、(2)は省略可
(1), (4)が成立すれば、(3)は常に成立（よって省略可）：（証明）(3)から、a ∈ H
なら a−1 ∈ H.　よって、a, a−1 ∈ H なので、(1)から e = a ◦ a−1 ∈ H.
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部分群

Theorem 2

H が G の部分群になる必要十分条件は、以下の時である。

a, b ∈ H =⇒ a ◦ b−1 ∈ H (1)

Proof.

H が部分群（Def. 1）なら (1)をみたすの明らか。逆に (1)を満たすとすると、

a, a ∈ H =⇒ e = a ◦ a−1 ∈ H

より、e ∈ H.よって、
e, a ∈ H =⇒ a−1 = e ◦ a−1 ∈ H

なので、a ∈ H =⇒ a−1 ∈ H. さらに、

a, b ∈ H =⇒ a, b−1 ∈ H =⇒ a ◦ b = a ◦ (b−1)−1 ∈ H.

よって逆も成立。
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巡回群 (cyclic group)

a ∈ G（G は群）とする。an :=

n︷ ︸︸ ︷
a ◦ · · · ◦ aと定義し、. . . , a−1, a0, a1, . . .

の集合を ⟨a⟩とかく。すなわち ⟨a⟩ := {an|n ∈ Z}.

Theorem 3

⟨a⟩は G の部分群になる。

G が可換・非可換によらず、⟨a⟩は可換群

⟨a⟩を巡回群という

aを ⟨a⟩の生成元という。⟨a⟩の生成元は aだけとは限らない。

Definition 4

an = 1（1は単位元）となる最小の正の整数を aの位数という（そのよう
な正整数が無い場合は aの位数は無限という）。

aの位数は、部分群 ⟨a⟩の位数（元の個数）と一致する。
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有限生成群

a ∈ G（G は群）とする。G の元の有限個のベキ積 an11 ◦ · · · ◦ anss の全体
を ⟨a1, . . . , as⟩ := {an11 ◦ · · · ◦ anss |n1, . . . , ns ∈ Z} と定義する。

Theorem 5

⟨a1, . . . , as⟩ は G の部分群になる。

⟨a1, . . . , as⟩ は G の部分群になり、a1, . . . , as で生成される（部分）群と
よぶ。

a1, . . . , as を ⟨a1, . . . , as⟩の生成元という。⟨a1, . . . , as⟩ に対する生成元の表
現は a1, . . . , as だけとは限らない。

一般に群 G が有限個の元で生成されるとき、すなわち

G = {an11 ◦ · · · ◦ anss |n1, . . . , ns ∈ Z}

のとき、G は有限生成であるという。
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本日の講義の内容

1 部分群

2 集合の同値類、（整数の）合同

3 剰余類から Lagrangeの定理、Fermatの小定理、オイラーの定理

4 付録
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同値関係

Definition 6 (同値関係 (equivalence relation))

S を集合とする。任意の a, b, c ∈ S に対して以下の条件を満たすとき、∼
は集合 S 上の同値関係であるという。

a ∼ a.

a ∼ b なら、b ∼ a.

a ∼ b, b ∼ c なら、a ∼ c.
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同値類

Definition 7 (同値類 (equivalence class))

(S ,∼)を集合とその上の同値関係とする。S の部分集合 C が以下の条件
を満たすとき、(S ,∼)における同値類という。

C ̸= ∅.
x ∼ y なら、x , y ∈ C .

x ∼ y かつ x ∈ C なら、y ∈ C .

同値関係は同値類により集合 S を一意に分解することに注意せよ
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同値類の性質

Definition 8

(S ,∼)が定義されているとする。a ∈ S と同値なもの全体のなす集合を、
C (a)であらわし、aを含む同値類とよぶ。

Fact 9

a ∈ C (a).

b ∈ C (a) なら、C (b) = C (a).

C (a) ̸= C (b) なら、C (a)
∩
C (b) = ∅.
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集合の分割と商集合

Fact 10 (分割)

(S ,∼)で定まる同値類の集合は、集合 S の分割になる。すなわちある S
の部分集合 A(⊂ S)が存在し、

S =
∪

a∈A C (a)と表せ
全ての a, b ∈ Aにたいして、C (a)

∩
C (b) = ∅.

同値関係は、S を同値類で一意に分割するから、Aの選び方に寄らず S
を分割する各同値類は一意に決まっている。

Definition 11 (商集合 (quotient set))

(S ,∼)で定まる（S を分割する）同値類の集合 {C (a)}a∈Aを、S/∼とか
き、S の∼による商集合という。
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合同

Definition 12 (整数の合同)

n ∈ Nに対して、二つの整数 a, bの差 a− bが nの倍数であるとき（すな
わち、n|(a− b)であるとき）、a, bは nを法として合同であるといい、

a ≡ b (mod n)

と書く。

法 nでの整数の合同は、集合 Z上の同値関係∼nである。

a ≡ b (mod n) ⇐⇒ a ∼n b

(Z,∼n) で定まる（相異なる）同値類は、

nZ, 1 + nZ, . . . , (n − 1) + nZ

であり、商集合 Z/∼nを、Z/nZと書く。
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2 集合の同値類、（整数の）合同

3 剰余類から Lagrangeの定理、Fermatの小定理、オイラーの定理

4 付録
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剰余類 (residue class)

Definition 13

H を群 G の部分群とする。a ∈ G に対して、

aH := {a ◦ h|h ∈ H}
Ha := {h ◦ a|h ∈ H}

と定義し、aH を左剰余類、Haを右剰余類という（もし G が可換群なら、
H も当然可換群で、aH = Ha）。
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剰余類での同値関係

H を群 G の部分群、aH を左剰余類とする（aH := {a ◦ h|h ∈ H}）。

Theorem 14

a, b ∈ G に対して、
a ∼ b ⇐⇒ aH = bH

と定義すると、∼は G 上の同値関係になる。

Proof.

aH = aH.

aH = bH なら、bH = aH.

aH = bH, bH = cH なら、aH = cH.

同様に、右剰余類でも H により同値関係が定義できる。
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合同と言う言葉に置き換えてみる

H を群 G の部分群、aH を左剰余類とする（aH := {a ◦ h|h ∈ H}）。

Theorem 15

a, b ∈ G に対して、aH = bH ⇐⇒ a−1b ∈ H が成り立つ。

よって、“a ∼ b ⇐⇒ a−1b ∈ H”と同値関係を定義しても良い。aと
bは、H を法として、左合同であるといい、

a ≡ b (mod H) ⇐⇒ a−1b ∈ H

ともかく。右剰余類からスタートすれば、同様に右合同を定義できる。

これは、nを法とする整数の合同の一般化である。
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整数と部分群の剰余類での合同の比較

法を整数 nとした合同：a, b ∈ Zに対して、

a ≡ b (mod n) ⇐⇒ b − a ∈ nZ

法を部分群 H とした（左）合同：a, b ∈ G に対して、

a ≡ b (mod H) ⇐⇒ a−1b ∈ H

ちなみに、nZは Zを加法に関する群とみたときの部分群であることに注
意。部分群を法とした合同は同値類を構成する。
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剰余類の商集合

群 G の部分群H による左剰余類は、同値関係をつくるので、ある G の部
分集合 Aがあって、左剰余類の集合 {aH}a∈Aにより、G を分割できる。

G =
∪
a∈A

aH.

定義より、∀a, b ∈ A (a ̸= b) に対して、aH
∩
bH = ∅.

Definition 16

　 {aH}a∈Aを、G/H とかく。

同様に右剰余類により G を分割した右剰余類の集合を G\H とかく。
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剰余類同士に演算を定義したい

H を群 (G , ◦)の部分群。（左）剰余類の集合 G/H の元同士の演算を次の
ように定義してみる。

aH ◦ bH := {(a ◦ hi ) ◦ (b ◦ hj)|hi , hj ∈ H}

これが、ある cH ∈ G/H と一致して

cH = aH ◦ bH

となって欲しいが..通常はそううまくいかない（二項演算ですら定義でき
ていない）
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正規部分群

Definition 17 (正規部分群 (Normal Subgroup))

H を群 (G , ◦)の部分群。全ての a ∈ G に対して

aH = Ha

が成立するとき、H を G の正規部分群とよび、H ◁ G とかく。

G が可換群のとき、任意の部分群は正規部分群。正規部分群においては、
右剰余類と左剰余類が一致する。このとき、剰余類同士の二項演算が

aH ◦ bH = (a ◦ b)H

となり成立する（証明後述）。
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正規部分群の性質

Theorem 18

N を群 (G , ◦)の正規部分群とする。全ての a ∈ G に対して

N = aNa−1

Proof.

∀n ∈ N, ∃n′ ∈ N,

n = (a ◦ a−1) ◦ n ◦ (a ◦ a−1) = a ◦ n′ ◦ a−1 ◦ a ◦ a−1 = a ◦ n′ ◦ a−1 ∈ aNa−1.

よって、N ⊂ aNa−1

∀n ∈ N, ∃n′ ∈ N,
a ◦ n ◦ a−1 = n′ ◦ a ◦ a−1 = n ∈ N.

よって、aNa−1 ⊂ N.

以上から N = aNa−1.
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正規部分群の性質

Theorem 19

H を群 (G , ◦)の正規部分群とする。その時、剰余類の商集合
G/H(= G\H) は、群になる。G/H を剰余（類）群とよぶ。

まず二項演算が成立することをみる。aH と bH の積は、剰余類 (a ◦ b)H に移る。
∀h, h′ ∈ N,∃ĥ ∈ N,

(a ◦ h) ◦ (b ◦ h′) = a ◦ (h ◦ b) ◦ h′ = a ◦ (b ◦ ĥ) ◦ h′ ∈ (a ◦ b)H.

よって、aH ◦ bH ⊂ (a ◦ b)H.

(a ◦ b)H = a ◦ (bH) = a ◦ e ◦ bH ⊂ aH ◦ bH
よって、(a ◦ b)H ⊂ aH ◦ bH.

以上から aH ◦ bH = (a ◦ b)H.
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証明

G/H(= G\H) は、群になる。演算が二項演算になっていることはすでに
示した。

結合法則を満たす（証明略）。
eH が単位元になっている。

aH ◦ eH = (a ◦ e)H = aH

aH の逆元は、a−1H

aH ◦ a−1H = (a ◦ a−1)H = eH

（宿題） 結合法則を満たすことを自分で証明してみよ
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部分群Hの指数

Theorem 20

　 |G/H| = |G\H|である。

H が G の正規部分群なら当然であるが、そうでなくてもこれを満たす。

Proof.

a ∈ G 7→ a−1 ∈ G は全単射である（モノイドのところで証明した）。よっ
て、ah 7→ (ah)−1 = h−1a−1も全単射のため、aH = Ha−1. よって、
G =

∪
a∈A aH を H の左剰余類による分割とすると、G =

∪
a∈AHa−1も

H の右剰余類による分割になる。剰余類（同値類）の分類は Aの選び方
によらず一意だから結局 |G/H| = |G\H|を満たす。

[G : H] := |G/H| = |G\H|を G における H の指数 (index) という。
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Lagrange の定理

Theorem 21 (Lagrangeの定理)

G を群、H を G の部分群とする。そのとき、次が成り立つ。
|G | = [G : H]|H|.
G を有限位数とする。部分群H の位数も、指数も G の位数の約数に
なる。

Proof.

G =
∪

a∈A aH を H の左剰余類による分割とする。このとき [G : H] = |A|
である。さらに任意の a ∈ Aにたいして、h(∈ H) 7→ ah ∈ aH は全単射。
よって、|G | = [G : H]|H|。
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Fermatの小定理

Theorem 22 (Fermatの小定理)

a ∈ N, pは素数の時、
ap−1 = 1 mod p

が成り立つ

Proof.

(Z/pZ)×は位数 p − 1の群である。自然な対応で Nの元 aは、(Z/pZ)×
の元とみなせる。よって、⟨a⟩は (Z/pZ)×の部分群であり、Lagrangeの
定理により aの位数（⟨a⟩の元の個数）は、p − 1の約数。よって、
ap−1 = 1 ∈ (Z/pZ)×.
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オイラー関数

Definition 23

ϕ(n)をオイラー関数といい、1, . . . , n − 1のうち、nと互いに素なものの
個数と（ただし、ϕ(1) = 1)定義する。

(m, n) = 1（mと nの最大公約数が 1）なら、ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n)が
成り立つ
素数 pと、自然数 eに対して、ϕ(pe) = pe−1(p − 1)であること

に注意すると、n =
∏s

i=1 p
ei
i とすると、

ϕ(n) = n
s∏

i=1

(1− 1

pi
)

とわかる。
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オイラーの定理

Theorem 24 (オイラーの定理)

a, n ∈ Nに対して、
aϕ(n) = 1 mod n

が成り立つ。

Proof.

(Z/nZ)×の位数は ϕ(n)である。
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本日の講義の内容

1 部分群

2 集合の同値類、（整数の）合同

3 剰余類から Lagrangeの定理、Fermatの小定理、オイラーの定理

4 付録
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群

Definition 25 (群の公理)

集合 G が二項演算 ◦ に対して以下を満たすとき、(G , ◦)を群 (group) と
言う。

G0（二項演算）二項演算 ◦ : G × G → G が定義されている.

G1（結合法則）a, b, c ∈ G =⇒ (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).
G2（単位元の存在）∃e ∈ G [ a ∈ G =⇒ a ◦ e = e ◦ a = a ].

G3（逆元の存在）a ∈ G =⇒ ∃a−1 [ a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e ].

G0 を満たすものをマグマ

G0,G1 を満たすものを半群

G0,G1,G2 を満たすものをモノイド（単位的半群）とよぶ。

元の個数が有限個の群を有限群と呼ぶ（位数＝群（環、体）の元の個数）。
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考察

Problem 26

(R,+, ·)を単位的環とする。この時、R× = R（すなわち、R の全ての元
が、乗法 ·に関して逆元をもつ）を満たすようなものは、一点のみからな
る環しかないことを示せ。

Proof.

0,1をそれぞれ加法、乗法の単位元とする。加法単位元 0は、任意の
a ∈ R に対して a · 0 = 0 · a = 0 （a · b = a · (b + 0) = a · b + a · 0の両辺
に−a · bを加えると 0 = a · 0が得られる.逆も同様）。いま、仮定から
0 ∈ R×であるので、ある x が存在して 0 · x = x · 0 = 1. しかし、上記か
ら、0 · x = x · 0 = 0. よって、0 = 1でなければならない。一方、乗法単
位元は、任意の a ∈ R に対して a · 1 = 1 · a = a. しかし、1 = 0より、同
時に a · 1 = 0. よって、a = 0. 以上から R = {0}.
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