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述語論理の意味論

命題論理の意味論は原始命題/命題変数の真理値により定まる
付値関数によって与えられた．

述語論理の意味論は次で与えられる「構造」M
変数の動く領域 (集合) M とその上の

-定数記号 a, b , cが指す元 aM, bM, cM ∈ M

-関数記号 f , gが指す関数 fM : Mn → M, gM : Mk → M

-関係記号 R ,S が指す関係 RM ⊆ Mn,SM ⊆ Mk

Example

L = (c, d; f , g;R)に対し，

M = N, cM = 0, dM = 1,
fM(x, y) = x + y, gM(x, y) = x × y,
RM = ≤ = {(x, y) ∈ N2 | x ≤ y}

とおくと，M = (N; 0, 1; +,×;≤)は L-論理式に意味を与える構造
(L-構造)になる．



構造

言語はL = (C;F ;R) = (c1, . . . , f1, . . . ,R1, . . . )を一つ固定する．

定義 (L-構造)

L-構造Mとは集合Mと以下を満たす付値関数/解釈 v の組
M = (M, v)である．ただし v は

Cの元をMの元に対応させる

F の n変数関数記号をM上の n変数関数に対応させる

Rの n項関係記号をM上の n項関係に対応させる

をみたすL上の関数で，さらに以下に定める “項の解釈”, “タルス
キの真理定義”をみたす関数 v̄(単に v で書くことある)

v̄ : TM → M

v̄ : SM → {T,F}
を付随する．



構造に関する記法

以下の記法/用法もよく用いる．

MはMの領域，宇宙 (universe)などと呼ばれる．

M = |M|

とも表す．またMとMを同一視し，単に

M = (M, . . . )

などと書いてL-構造を指すことも多い．

c ∈ C, f ∈ F , R ∈ Rに対し，
v(c) = cM, v(f) = fM, v(R) = RM などと表す．

これにより L = (c, . . . ; f , . . . ;R , . . . )に対して

M = (M; cM, . . . ; fM, . . . ;RM, . . . )

などと書いて v は直接表に出さないことが多い．



L-構造における解釈

L-論理式の意味を解釈できるL-構造Mが与えられると,

各 L-項の解釈が自然に定まる．

-自由変数を持たない項 (閉項)は |M|の元を表す．
-一般の項は自由変数を入力に持つ関数のように振る舞う．

各 L-論理式の解釈が自然に定まる．

- ∀x . . . を “|M|上の全ての x に対して. . . ”

- ∃x . . . を “ある |M|の元 x が存在して. . . ” と読む.

よって各L-文の真偽が自然に定まる．



L-構造における解釈

Example

L = (c, d; f , g;R)に対し，L-構造M = (N; 0, 1; +,×;≤)を考え
ると

項 f(d, f(d, f(d, d)))の解釈は「4」

論理式 R(f(x, d), d)の解釈は「x + 1 ≤ 1」

文 φ ≡ ∀x∀y(g(x, (f(y, d))) = f(x, g(x, y)))の解釈は
「どんな x, y ∈ Nについても x × (y + 1) = x + (x × y)」

-したがって φはMで “真/T” (これをM |= φと書く)

文 ψ ≡ ∀x∃y(g(y, y) = x)の解釈は
「どんな x ∈ Nについてもある y ∈ Nが存在して y × y = x」

-したがって ψはMで “偽/F”

Example

L = (∅; ∅; ∅)とし,M = (M; ; ; )をL-構造とする．

文 ∀x∀y∀z(x = y ∨ y = z ∨ x = z)はどんなときに真か?



項の解釈

定義 (LM ,項の解釈)

M = (M, v)をL-構造とする．
1 LM = (C ∪M,F ,R)とする．LM-項を次で定める．

Cの元，Mの元，変数記号は LM-項である．
t1, . . . , tn が LM-項，f が Lに含まれる n変数関数記号のとき，
f(t1, . . . , tn)は LM-項である．

また，LM-閉項全体を TM で表す．
2 LM-閉項の解釈 v̄ : TM → Mを次で定める．

c ∈ Cについて v̄(c) = v(c) = cM.
a ∈ Mについて v̄(a) = a.
f ∈ F が n変数関数記号，t1, . . . , tn が LM-閉項のとき

v̄(f(t1, . . . , tn)) = v(f)(v̄(t1), . . . , v̄(tn)).

v̄(t)は tMとも書く．このとき最後の条件は
(f(t1, . . . , tn))M = fM(tM1 , . . . , tMn ).



タルスキの真理定義

定義 (タルスキの真理定義)

M = (M, v)をL-構造とする．
1 LM-論理式：L-論理式のL-項をLM-項に置き換えたもの．
SM：LM-文 (LM-閉論理式)全体の集合．

2 v̄ : SM → {T,F}を次で定める（タルスキの真理定義という）．

v̄(t = s) = T⇔ tM = sM

v̄(R(t1, . . . , tn)) = T⇔ (tM1 , . . . , tMn ) ∈ RM

v̄(ψ1 ∧ ψ2) = T⇔ v̄(ψ1) = Tかつ v̄(ψ2) = T

v̄(ψ1 ∨ ψ2) = T⇔ v̄(ψ1) = Tまたは v̄(ψ2) = T

v̄(ψ1 → ψ2) = T⇔ v̄(ψ1) = Fまたは v̄(ψ2) = T

v̄(¬ψ) = T⇔ v̄(ψ) = F

v̄(∀xψ) = T⇔全ての a ∈ M について v̄(ψ[a/x]) = T

v̄(∃xψ) = T⇔ある a ∈ M が存在して v̄(ψ[a/x]) = T



充足関係

v̄(φ) = Tであることを

M |= φ,

v̄(φ) = Fであることを

M ̸|= φ

で表すことも多い．

|=は充足関係と呼ばれる．
このスライドでも v̄ は表に出さずに以降この記法を用いる．

v̄(φ) = φMなどとも書くこともあるが，M |= . . . の記法が多
く使われる．

真理条件は閉論理式に対して定義されるが，一般の論理式に
対しては，その全称閉包を取って真偽を定める．



充足可能性と恒真性

定義 (充足可能性 satisfiability)

L-文 φが充足可能 (satisfiable)とは，あるL-構造Mが存在して，

M |= φ

となることである．

定義 (恒真性 validity)

L-文 φが恒真 (valid)とは，任意のL-構造Mに対して，

M |= φ

となることである．

命題論理の時とは異なり，与えられたL-文の充足可能性や恒真性
は簡単には判断できない．



充足可能性と恒真性

L = (c, d; f , g;R)とする．
(f , gは 2変数関数記号, R は 2項関係記号)

Example

L-文 ∀x∀y(f(x, y) = f(y, x))は

L-構造M = (N; 0, 1; +,×;≤)で真,よって充足可能である．

しかし恒真ではない．

Example

L-文 ∀x∀y(x = y → f(x, d) = f(y, d))は恒真である．

Example

L-文 ¬(c = d) ∧ (∀x∀y(x = y))は充足不可能である．



理論とモデル

定義 (理論)

L-(閉)論理式の集合 ΓをL-理論という．

定義 (理論のモデル)

理論 Γに対し，任意の φ ∈ Γに対してM |= φであるときMを Γ
のモデルである，といい，

M |= Γ

で表す．

定義

L-論理式 φがL-理論 Γで恒真 (T |= φで表す)とは，任意の Γの
モデルMに対してM |= φとなることである．



理論の例

Example

LG = {e, ·}とする.（ただし eは定数記号，·は 2変数関数記号）
群の理論Gは次のLG-論理式の全称閉包で与えられる．

1 (x · y) · z = x · (y · z)
2 x · e = x ∧ e · x = x
3 ∃y(y · x = e ∧ x · y = e)

M = (M; eM, ·M)が理論Gのモデルであるとき，
Mは “群”と呼ばれる．

またこのとき，次が成り立つ．

G |= ∀x∀y∀z((y · x = e ∧ z · x = e)→ y = z),

G |= ∀x∀y(y · x = e → x · y = e).



部分構造と拡大

定義 (部分構造/拡大)

M = (M; . . . ), N = (N; . . . )をL-構造とする．MがN の部分構
造である，あるいはN がMの拡大であるとは，

M ⊆ N

であり，さらに

任意の f ∈ F と a1, . . . , an ∈ Mについて

fM(a1, . . . , an) = fN(a1, . . . , an)

(すなわち fN ↾ Mn = fM),

任意の R ∈ Rと a1, . . . , an ∈ Mについて

RM(a1, . . . , an)⇔ RN(a1, . . . , an)

(すなわち RN ∩Mn = RM).



部分構造と拡大

Example

群の理論G のモデルMの部分構造 N は
群の理論Gの 1,2(の全称閉包)を充足する．

1 (x · y) · z = x · (y · z)
2 x · e = x ∧ e · x = x
3 ∃y(y · x = e ∧ x · y = e)

すなわち群の部分構造は “(部分)モノイド”になっている．

†ただし部分構造の性質は構造 (上の例では群)の表現の方法に
よっても変わってくる．



部分構造と拡大

Example

L′G = {e, ·, ◦}とし（ただし ◦は 1変数関数記号）
理論G′を次の全称閉包で与える．

1 (x · y) · z = x · (y · z)
2 x · e = x ∧ e · x = x
3 x◦ · x = e ∧ x · x◦ = e

G′のモデルも “群”である．

今度はM |= G′でN がMの部分構造のとき,
N |= G′となる．

すなわちN はMの部分群となる．

様々な理論のモデルやその部分構造/拡大などの性質を調べる研究
は「モデル理論」と呼ばれ，数理論理学の一分野をなしている．


