
グラフの������������	�
�作用素とその応用

北陸先端科学技術大学院大学 林 幸雄 ������ ������	


��
�� �������� 	�������� �� ������� ��� ����������� ��������

� はじめに

本研究は� 「魅力的なコンテンツが何らかの引力圏を持ち� 情報や知識の流通伝播を特徴付
けるような� ���情報空間は考えられないか ？」という素朴な疑問から始まった� 重力場や
伝播 �拡散系� さらにネットワークなどは互いに無関係な研究対象のように思われるが� これ
らを結び付けるものとしてラプラシアンがある  !!"� グラフや #��$���多様体におけるラプ
ラシアンの固有値は� 多くの幾何学的不変量と結び付くことから� これまでさまざまな研究が
なされてきた  %" &" !'" !!"� しかしながら� 従来の研究では ��$��������な正則グラフの代数
構造に着目した等周問題や体積増大度などに関するものが主流である� 正則グラフは� 人為的
に効率よく実現され得る均一の素子や構造を持つ並列計算機の設計には適するものと考えら
れる�

一方� ���をはじめ電力網や人間関係などのネットワークは� �����(���� ����と呼ばれる
疎密な結合が混在する �������������なトポロジーを持ち  )"� 日々増大して自律的に成長し
ている� これは� 疎密な尺度が混在した計量空間を連想させるとともに� 応用課題においても�

分散システム上の負荷均一化や���上の価値伝播など異なるものが考えられる�

本論文では� このようなヘテロな構造を持つネットワークに適した新しい作用素による拡散
を考え� 特に� 帯域幅などの重みが付いたネットワーク上の分散サーバの負荷均一化への応用
を検討する� これらの結果が� ���などの自律成長するネットワークを伝播特性に関する
計量空間として捉える試みの� 第 !歩を築くことを期待したい�

� 双対平坦構造を導入した��������	��
���
作用素

従来の *���(+�����接続でなく情報幾何学の双対接続  !"を用いて� *�
����(,�����$�作用
素  !'"からヘテロな構造を持つグラフに適した新しい作用素を導く�

��� 連続版 �場所ごとに異なる計量を導入�

コンパクト#��$���多様体� 上の��関数 ���
と� 以下の *�
����(,�����$�作用素�を
考える�
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ここで�  ��� "は#��$���計量  ��� "の逆行列で�

.�
�� -

�
�

���.���� �)
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����� を *���(+�����接続 /.���を用いて定義す

る� ここで� ��
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と表記した�

さて� 双対なアファイン接続のペア .���と .���� を選び� 片方の接続に関して平坦な空間構
造（�$
�����な双対座標系� 接続係数： .���� - '）を導入すると�
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を得る� このとき� 式 �!
は以下のように書き直せる�
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逆に�この作用素 �2
を出発点とすれば�双対平坦構造を経由して*�
����(,�����$�作用素 �!


が得られる� 一方� 双対平坦構造を仮定しなければ� ���
�� - ����� �

��������
�� は *���(+�����

接続や双対接続に対して� ���
�� - ����� �

������/.��� 0 /.���
や ���
�� - ����� �

������.��� 0

.����
などを考えていることに相当する� これらは�媒質の流速ベクトル���
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に関する付加項を持つ以下の偏微分作用素 
に対応する� その共役作用素 
�を用いればグ
リーンの公式 �3
が成り立つことが知られている  2"�
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式 �5
は *���(+�����接続による作用素 �!
に他ならない  !'"�
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��� 離散版 �既存のラプラシアンとの比較�

コンパクト#��$���多様体� に対応する有限連結な無向グラフ ����
上で� 作用素 �2
の
離散版を考える� 但し� 
 - �� ��� - '� �
 �- �
とする� 
 �- �� ��� �- 'の場合は� グリーンの公
式を満足する �の離散対応が見つからないばかりか� 辺の相互作用まで考慮することから� 複
雑なわりに応用上のメリットも低いと考えられるので� 本論文では議論しない�

さて� 式 �2
右辺第 )項の ���
��に相当する� 辺 ��の両端における重みの差分を�
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を得る� ここで� � は両方向の全ての有向辺の集合� ��は頂点 �に隣接するある有向辺� 7��は
その逆向辺とする� 式 �&
右辺において� ���

����
� ��
���
に対応する項はそれぞれ正方格子上の差分
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と一致する  1"� 一方� 仮に *���(+�����接続で式 �!
の �を定義

したと考えると� 式 �2
の右辺第 )項が ���
��

� ��� となってしまい� 類似した形だが離散版との
対応が悪い（��

� 分が邪魔）� ゆえに� 式 �&
は式 �!
で双対平坦な場合の離散版と解釈するの
が妥当と考えられる�

また� 式 �&
は���� �
 - ������
����
�
� とすれば� 式 �!!
 による重み付きグラフ上のラプラシ

アン  %" に情報幾何学的な解釈を与えた拡張版として対応付けられる� さらに� 表 !に示すよ
うに� 式 �!)
 による調和振動子のバネモデルの一般化  &"とも密接な関係を持つ�
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但し� ���� �
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内分比の自由度� � 
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同等 条件付 �����
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場所不変： 6�����
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表 !8 既存のグラフのラプラシアンとの対応関係

� グリーンの公式と最大最小の原理

連続版と離散版（グラフ）の作用素 �2
と �!'
に対して� 以下の定理が成り立つ�
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定理 � グリーンの公式�
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 証明"： まず連続版について� コンパクトな多様体� 上の ��関数 ��� ��を考える（連続版
についてのみ� 以下の議論は 
 �- �� ��� �- 'の場合でも成立するので一般形で書く）�
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に対して両辺の積分
�
	 ��をとると� 左辺は零になる� よって� 式 �!%
が成り立つ� この�は�

従来とは別の内積を考えたことに相当する測度 ��のもとで自己共役な作用素であり� 式 �3


における共役作用素 
� 
�とは明らかに異なる�

次に離散版について考える（図 !参照）�
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となり� これらが互いに等しくなるには式 �&
右辺第 )項が�
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右辺第 )項が �に関して�
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となれば良い（�� ��に関しても同様）� これは� 計量 ��� の �方向の変化量という意味にも合
致する�

同様に� 7��や 7�� についてみると �と ��の役割が入れ替わり� 式 �!1
右辺�)により隣接辺
で各頂点のペアを )重に考えていることから� 式 �&
右辺第 )項が �に関して�
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となれば良い� ここで� 式 �!2
と �!4
はそれぞれ別々の辺（�に入る辺 ��と出る辺 ��の集合）
を対象としていることに注意�

ゆえに� 式 �!1
左辺の �
� 分を換算したグラフ上の*�
����(,�����$�作用素 �&
について� グ

リーンの公式 �!1
が成立する� ��と ��を左右入れ替えても同様である  9:;"�
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図 !8 有向辺と始終点

定理 !において� �� - !と �� - ��の時� ��� - 'と  ��� "の正定値性から� それぞれ以下の系
を得る�
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定理 � 最大最小の原理
境界条件のない有限な連結無向グラフ ����
において� 	� � � � ����
 - 'を満たす ��調
和関数 ���
 は定数である�
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 証明"： � 中で ���
が最大値と仮定する �最小値でも以下同様
� また� この頂点 �の隣接点
� � �における最大値を ����
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における和の各項が非負となるので� ���
が �(調和であるには� 	� � �に対して� ���
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でばければならない� グラフは連結なので隣接する全ての頂点でこれが成り立
つ� ゆえに� ���
は定数となる  9:;"�

� �による拡散方程式としての性質

サーバを表す各頂点 � � � と通信速度や帯域幅などの伝播効率を表す重み ���� �
からな
るネットワーク上の負荷均一化問題  4" を扱うため� 以下の拡散方程式を考える�
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となり� 固有値問題 �� - �� と� <� - ��� 
 解： ���
 - � � ���� 0 �を得る�

性質 �� 定数関数は� 固有値 'に対する解（固有ベクトル）である�

性質 �� 計量行列  ��� "の正定値性より� ' - �� � �� � � � �となる（��
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- ��）�

性質 �� �
�での平衡解は� �(調和関数： 定数となり� 局所的には
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を満たす（重み付き平均化� 平滑化）� これはまた ������法の反復式  5"に他ならない�

さらに� 系 !�)から以下の定理が成り立つ� これらから� �!5
の拡散処理によって任意の初
期負荷から均一な負荷配分に単調に収束することがわかる�
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図 )8 ネットワークグラフ（太線を重み付け）と固有値の分布

定理 � 総負荷量の保存
拡散方程式 ����は総負荷量 ��!�
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定理 � 平衡解への残差の単調減少性（離散時間では6�が十分小の時に成立）
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� 分散サーバの負荷均一化への応用例

図 )に� ��
 ����� ��
 =��� ��
 =��		と� それぞれに対する�の固有値の分布を示す� ここで�

���$��は全ての辺が重み !� また� �'�2� )� 1などは辺の重み（図 )の太線部分）の値 ���� �


を表す� 以下に� 初期負荷  ��!� '
� � � � � ��4� '
"を� �!8  !'� !'� 4� 1� 3� !)"� �)8  !2� %� !� )'� )� !&"�

�%8  !� )� )� !'� )'� )2" と設定した時の� 式 �!5
の拡散方程式（6� - '�!）による負荷均一化へ
の収束特性を示す�

図 %は� 初期負荷 �!に対する残差ノルム
�

��� ���!���� � � ���� �

�の変化を示す� 実線の
重みなし ����より� �印の重み付き ����で収束速度が若干� 0印の重み付き =��（�印は重
みなし=��）ではかなり向上している� 図 1は� �印の重み付き=��		でさらに収束速度が向
上することを示している� 初期負荷 �)に対する図 2や図 4では� その傾向がさらに顕著になっ
ている（但し� 重み�'�2では固有値が小さくなるために実線の ����より改悪）� 一方� 初期
負荷 �%に対しては� 図 5において� 重み付けの効果は見られるものの� ����と=��との構造に
よる差は見られない� =��		では �!や �)の場合と同様に� 図 3に示すように� 収束速度が最も
向上している� これらの結果は� 図 )に示した固有値の大小に対応するともに� 定理 %�1によ
る総負荷量を保存した上での単調な残差の減少を裏付けるものである�
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図 %8 拡散処理の収束特性� ��
��
� �!
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図 18 拡散処理の収束特性� ��
��
� �!
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図 28 拡散処理の収束特性� ��
��
� �)
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図 48 拡散処理の収束特性� ��
��
� �)

� まとめ

ヘテロな構造を持つネットワークに適した新しい作用素を考え� その拡散処理による分散
サーバの負荷均一化への応用を検討した� まず� 双対平坦構造  !"を導入した*�
����(,�����$�

作用素  !'"の� 連続版と離散版をそれぞれ考え� 既存の *���(+�����接続に基づくラプラシア
ン  !!"や共役作用素  2"� 重み付きグラフのラプラシアン  %" &" 等との相違点を整理した� 次
に� この新しい作用素に適した内積 �測度）の定義を与えて� グリーンの公式� 最大最小の原理
を証明した� また� 上記の作用素に基づく拡散方程式の性質として� 固有値の非負性� �(調和
関数による平衡解� 総負荷量の保存性� 平衡解への残差の単調減少性 等を明らかにした�

さらに実験例から� ネットワーク構造や辺の重み（帯域幅などに相当）によって拡散速度が
向上することを確かめた� この拡散伝播による負荷均一化は� 局所分散処理で実現できるとと
もに� ��(����な負荷量の変動にも対処できるばかりか� 特定の回線や上下方向（非対称）で伝
播効率（帯域幅や通信速度など）が異なる現実的な種々のネットワークに広く適用可能と考
えられる�

今後の課題としては� ネットワーク構造や重み値と固有値に関する理論的評価や� ���
��によ

る �2
が *�
����(,�����$�作用素 �!
となるための双対平坦構造の必要性に関する議論など
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図 58 拡散処理の収束特性� ��
��
� �%
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図 38 拡散処理の収束特性� ��
��
� �%

が挙げられる� 前者については� 境界付きグラフ上の �� - �に対する反復解法の加速法  5" 3"

と関連した検討が有効と思われる� また応用上の課題として� 分散サーバの負荷均一化処理に
対する実装アルゴリズム  4" の検討評価なども重要である�

謝辞： 本研究の初期段階におきまして� 有益な御指摘を頂きました東北大学大学
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