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あらまし 整数係数多変数多項式制約解消は、実数解と整数解の場合に分かれ、SMTソルバーにおいて、それぞれ
Nonlinear Real number Arithmetic (NRA)、Nonlinear Integer Arithmetic(NIA)の背景理論に相当する。多項式制約の実数
上の充足可能解は、1930年前後に Tarskiが Quantifier eliminationに基づく決定可能性を示した。しかし、そのアルゴ
リズムは間接的に証明内に記述されており、アルゴリズムとして整理されるのは Tarski自身によって 1951年になっ
てからであった。多項式制約の整数解に限る場合をディオファントス制約とよぶ。多項式制約には等式 (=) と不等
式 (>)があるが、本稿では等式であるディオファントス方程式に注目する。ディオファントス方程式の決定可能性は
Hilbertの第十問題として知られ、その否定的解決はMatijasevicにより 1970年に示された。決定可能な部分問題とし
て Grunwaldと Segalは 1981年に単一の二次ディオファントス方程式を提示した。しかし、その証明は Hasse原理を
含む古典的二次形式の理論、Hensel補題を含む可換環論・代数群・Lie環の基礎理論に基づき、多岐にわたる背景知
識と部分アルゴリズムは多くの関連文献に埋没する。本稿では、数学的証明は各文献への参照にとどめ、単一の二次
デイォファントス方程式の充足可能性の決定アルゴリズムを整理し、その概要を紹介する。
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Abstract Polynomial constraint solving are often either on Real numbers or on Intergers, which correspond to Backend
theories NRA (Nonlinear Real number Arithmetic) and NIA (Nonlinear Integer Arithmetic) of an SMT-solver, respectively.
For the former, Tarski showed its decidability based on the quantifier elimination. However, the algorithm was shown rather
implicit among the proofs, and an orgnized algorithm appeared later on 1951 by Tarsky himself. The latter, i.e., solving on
Integers, is called Diophantine constraint, which is either an equation (=) or an inequation (>). We focus on the former, which
is called Diphantine equation. Its solution is known as Hilbert’s 10th problem, and was negatively solved by Matijasevic on
1970. As a decidable subclass of a single Diophnatine equation, Grunwald and Segal posed a quadratic Diophantine equation
on 1981. Its proof crosses various areas of mathematics, e.g., classical quadratic form (including Hasse’s principle), basic
theories of commutative rings, algebraic groups, and Lie algebra. Hence, subroutines of the algorithm are buried in various
literatures. In this report, the mathematical proofs are left to the references and we overview an organized self-contained
algorithm to solve a single quadratic Diophantine equation.
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1. ま え が き
整数係数多変数多項式制約解消は、実数解と整数解の場合に分
かれ、SMTソルバーにおいて、それぞれ Nonlinear Real number

Arithmetic (NRA)、Nonlinear Integer Arithmetic(NIA) の背景理
論に相当する。多項式制約の実数上の充足可能性は、1930年前
後に Tarskiが Quantifier eliminationに基づく決定可能性を示し
た。しかし、そのアルゴリズムは間接的に証明内に記述されて
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おり、アルゴリズムとして整理されるのは Tarski自身によって
1951年になってからであった [21]。現在では、より効率の良い
（二重指数関数）アルゴリズムである CAD (Cylindrical Algebraic
Decomposition) [11] を用いた Mathematica, Maple, Reduce な
どの実装が知られている。
多項式制約の整数解に限る場合をディオファントス制約と
よぶ。多項式制約には等式 (=) と不等式 (>) があるが、本稿
では等式であるディオファントス方程式に注目する。ディオ
ファントス方程式の決定可能性は Hilbertの第十問題として知
られ、その否定的解決は Matijasevic により 1970 年に示され
た [13], [16]。方程式は次数に関わらず、新たな変数を導入する
ことで複数の二次方程式に還元される。たとえば、𝑥2𝑦𝑧 など
の項は 𝛼 = 𝑥2, 𝛽 = 𝑦𝑧 により 𝛼𝛽 となる。さらに複数の二次方
程式 𝑓1 = 0, · · · , 𝑓𝑘 = 0は単一の 4次ディオファントス方程式
Σ𝑘
𝑖=1 ( 𝑓𝑖)

2 = 0に帰着される。単一のディオファントス方程式の
決定可能性は 4次以上は決定不能だが、3次は未解決であり、
2次の場合は 1981年に Grunwaldと Segalは決定可能であるこ
とを示した [14]。その論文は数ページだが、整数行列のなす直
交群が有限生成であること [9]の構成的証明を与えた [14]の系
となっており、Hasse原理を含む古典的二次形式の理論 [2]、行
列表現上の Hensel補題を含む可換環論 [6], [8]・代数群 [4], [5]・
Lie環 [3], [10]など多岐にわたる背景知識を用いている。その
ため、サブルーチンとなる部分アルゴリズムは多くの参考文献
に分散して埋没する。本稿では、数学的証明は各文献への参照
にとどめ、単一の二次デイォファントス方程式の充足可能性の
決定アルゴリズムを整理して包括的に紹介する。アルゴリズム
の詳細は、第一著者の修士論文 [7]を参照されたい。

2. 求解アルゴリズムの概要
複素数、実数、有理数、整数の集合をそれぞれ C,R,Q,Z、ま
た逆元をもつ環 𝑅 上の 𝑛 次行列の集合を 𝐺𝐿𝑛 (𝑅), 直交行列
の集合を 𝑂𝑛 (𝑅) で表す。𝒙 ∈ Z𝑛 の各要素が互いに素のとき、
primitiveという。
単一の 𝑛 変数 2 次デォファントス方程式を、𝐴 ∈ 𝑂𝑛 (Z) ⊆

𝐺𝐿𝑛 (Z), 𝒃, 𝒙 ∈ Z𝑛, 𝑐 ∈ Zを用いて

𝒙⊤𝐴𝒙 + 𝒃⊤𝒙 = 𝑐 (1)

により表現する。簡単に解ける場合として、
(1) 1変数のとき：線形方程式の解に帰着。
(2) 𝑑𝑒𝑡 (𝐴) = 0のとき：変数がより少ない場合に帰着。
(3) 𝐴が定値（definite）なとき。つまり 𝐴の固有値が全て定符
号のとき：𝒙 の各値が十分大きくなると 𝒙⊤𝐴𝒙 + 𝒃⊤𝒙 は定符号
となり、その上界以下の有限探索に帰着する。
以下では、𝑛 ≥ 2、𝑑𝑒𝑡 (𝐴) ≠ 0、𝐴は非定値（indefinite）を仮
定する。その場合、一次項 𝒃⊤𝒙 の消去として、
命題 ( [15]：Proposition 1) �̃� ∈ 𝑂𝑛 (Z) ⊆ 𝐺𝐿𝑛 (Z), 𝒃, 𝒙 ∈ Z𝑛,
𝑐 ∈ Zに対し、𝑑 = 𝑑𝑒𝑡 (𝐴), 𝒉 = �̃�𝒃, 𝑐∗ = 4𝑑2𝑐 + 𝒉⊤𝐴𝒉とおくと、
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𝒙⊤𝐴𝒙 + 𝒃⊤𝒙 = 𝑐が整数解 𝒙 ∈ Z𝑚 を持つ
⇕

𝒛⊤𝐴𝒛 = 𝑐∗ が 𝒛 ≡ 𝒉 (mod 2𝑑)) を満たす整数解 𝒛 ∈ Z𝑚 を持つ

この命題により、2次ディオファントス方程式 𝒙⊤𝐴𝒙+𝒃⊤𝒙 = 𝑐

の解は二次形式 𝒛⊤𝐴𝒛 = 𝑐∗ の解の探索に帰着される。以下では
二次形式では 𝑑𝑒𝑡 (𝐴) ≠ 0と仮定する。
さらに変数の個数が 3以外の場合は、簡単な手法に還元され

る。変数が 2個のときは二次方程式のように式変形と初等的数
論のみで平方数判定に帰着し、4個以上の場合は自由度が大き
いために判定が簡単になる。3個の場合がもっとも難しい。

• 変数が 2個のとき (𝑛 = 2）のときは、Fermatに帰属する
古典的な二次形式の手法により、以下の判定条件に帰着する。

𝒙⊤𝐴𝒙 = 𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥𝑦 + 𝑟𝑦2 = 𝑐が整数解を持つ
⇕

判別式 𝐷 = 𝑞2 − 4𝑝𝑟 が 𝑚𝑜𝑑 4𝑐で平方数である
• 変数が 4個以上のとき（𝑛 ≥ 4）のときは、

𝒙⊤𝐴𝒙 + 𝒃⊤𝒙 = 𝑐が整数解を持つ
⇕

𝒙⊤𝐴𝒙 + 𝒃⊤𝒙 ≡ 𝑐 (𝑚𝑜𝑑 8(𝑑𝑒𝑡 (𝐴)𝑐∗)2 が解を持つ
により有限探索に帰着される（ [15] Proposition 2）。
以下の章は 3 変数の場合（𝑛 = 3）に特化するが、数学的手

法（Hasse の原理や整数行列直交群の有限生成元の計算など）
は、基本的に 𝑛 ≥ 3の場合に同様に成り立つ。解法は 𝑐∗ = 0と
𝑐∗ ≠ 0の場合で手法が異なる。
（ 1） 𝑐∗ = 0の場合：二次形式 𝑄(𝒛) = 𝒛⊤𝐴𝒛の isotropic性と
は、𝑄(𝒛) = 0となる整数ベクトルが 0以外に存在しないことを
いう。二次形式の isotropic性の判定は複雑であり章 3.で紹介
する。（Hasseの原理を用いる。）
(a) 二次形式 𝒛⊤𝐴𝒛が isotropicな場合：𝒛 = 0のみが解。
(b) 二次形式 𝒛⊤𝐴𝒛 が isotropic でない場合（ [15] Proposition
4）：𝑒 = 4𝑑𝑒𝑡 (𝐴)2, 𝜋𝑒 : Z → Z/𝑒Zを自然な射影とする。そのと
き 𝑆𝑄 = {𝒙 ∈ Z | 𝑄(𝒙) = 0}に対し

𝜋𝑒 (𝑆𝑄) =
∪

𝜆∈Z/𝑒Z
𝜆𝜋𝑒 ({𝒙 ∈ Z𝑛 : primitive | 𝒙⊤𝐴𝒙 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 𝑒2})

（ 2） 𝑐∗ ≠ 0の場合：二次形式 𝑄(𝒙) = 𝒙⊤𝐴𝒙 において
(a) 𝑄 の直交群 Γ𝑄 = {𝐵 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (Z) | ∀𝒙 ∈ Z𝑛 . 𝑄(𝐵𝒙) = 𝑄(𝒙)}
の生成元の有限集合 Γ′

𝑄
を計算する [9], [14]。

(b) 𝒙, 𝒚 ∈ Z𝑛 において、𝒙 ∼𝑄 𝒚 ⇔ ∃𝐵 ∈ Γ𝑄 . 𝒚 = 𝐵𝒙 とす
る。Γ𝑄-軌道（つまり Z𝑛/∼𝑄）の完全代表系 𝑇𝑄 の部分集合
𝑇 ′
𝑄

= {v ∈ 𝑇𝑄 |𝑄(v) = 𝑐∗}を算出する。（ [14] Ch.5）
(c) 十分に大きい 𝐷 に対し、𝑋 = ∪𝐷

𝑖=0{𝑔1 · · · 𝑔𝑖 | 𝑔1, . . . , 𝑔𝑖 ∈
Γ′
𝑄
} とする。自然な射影 𝜋2𝑑 : M𝑚 (Z) → M𝑚 (Z/2𝑑Z) に対

し、𝜋2𝑑 (Γ𝐺) は有限群 𝐺𝐿𝑛 (Z/2𝑑Z) の部分群をなし 𝜋2𝑑 (𝑋) =
𝜋2𝑑 (Γ𝑄) となる。
(d) 𝒗 ∈ 𝑇 ′

𝑄
, 𝑔 ∈ 𝑋 に対し 𝑔𝒗 ≡ 𝒉 mod 2𝑑 が成り立つとき

𝒙⊤𝐴𝒙 + 𝒃⊤𝒙 = 𝑐の解に等価となる。
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3. 𝒄∗ = 0の場合
3. 1 Hasseの原理に基づく isotropic性判定
問題となるのは、二次形式 𝑄(𝒙) = 𝒛⊤𝐴𝒛 の isotropic 性

∃𝒛(≠ 0) ∈ Z𝑛 . 𝑄(𝒛) = 0の判定である。

∃𝒛(≠ 0) ∈ Z𝑛 . 𝑄(𝒛) = 0 ⇔ ∃𝒙(≠ 0) ∈ Q𝑛 . 𝑄(𝒙) = 0

なので Z上の議論は Q上に帰着される。さらに Hasseの原理

∃𝒙(≠ 0) ∈ Q𝑛 . 𝑄(𝒙) = 0
⇕

∃𝒙(≠ 0) ∈ R𝑛 . 𝑄(𝒙) = 0 ∧∧
𝑝:𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒 ∃𝒙(≠ 0) ∈ Q𝑛𝑝 . 𝑄(𝒙) = 0

により各 Q の各完備化 R,Q𝑝 上の判定に帰着する。ここで R

は Qのユークリッド距離による完備化であり、各素数 𝑝に対し
𝑝進体 Q𝑝 は Qの 𝑝進距離による完備化である。𝑎, 𝑏 ∈ Qに対
する 𝑝進距離は、𝑎 − 𝑏 = 𝑚

𝑛 𝑝
𝑘（ただし 𝑚, 𝑛, 𝑝は互いに素）と

なるとき | |𝑎 − 𝑏 | |𝑝 = 2−𝑘 による定義される。このとき、
• ∃𝒙 ∈ R𝑛 . 𝒛⊤𝐴𝒙 の判定は CADアルゴリズム [11]。
• 素数 𝑝 に対し、∃𝒙 ∈ Q𝑛𝑝 . 𝒙

⊤𝐴𝒙 については
𝑛 ≥ 5のとき 任意の二次形式 𝑄(𝒙) は Q𝑝 で isotropic。
𝑛 = 3, 4のとき Q𝑝 上の古典的な Hilbert記号の計算に帰着。
二次形式 𝐴 を（𝐺𝐿𝑛 (Q) による基底変換で）対角化した

𝐴′ による二次形式 𝑄′ (𝒙) = Σ𝑛
𝑖=1𝑎𝑖𝑥

2
𝑖 において 𝑐𝑝 (𝑄′) =

Π𝑖< 𝑗 (𝑎𝑖 , 𝑎 𝑗 )𝑝 = (−1,−𝑑𝑒𝑡 (𝐴′))𝑝 とする。𝑛 = 3, 4 のときに
以下が成り立つ。
𝑄′ が isotropic ⇔{
𝑐𝑝 (𝑄′) = (−1,−𝑑𝑒𝑡 (𝐴′))𝑝 if 𝑛 = 3
𝑑𝑒𝑡 (𝐴′) ∉ (Q×

𝑝)2 or 𝑐𝑝 (𝑄′) ≠ −(−1,−1)𝑝 if 𝑛 = 4

ただし体 𝐾 上の Hilbert記号とは、𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 \ {0}に対し以下
のように定義される。

(𝑎, 𝑏)𝐾 =

{
1 if ∃(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐾3 \ {0} . 𝑧2 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2

−1 otherwise

𝐾 = Q𝑝 のとき：𝑎 = 𝑝𝛼𝑢, 𝑏 = 𝑝𝛽𝑣 （ただし 𝑢, 𝑣 は 𝑝 と素）
とする。奇数 𝑥に対し 𝜖 (𝑥) = (𝑥 − 1)/2, 𝜔(𝑥) = (𝑥2 − 1)とする。

(𝑎, 𝑏)𝑝 =　
{

(−1)𝛼𝛽𝜖 (𝑝) ( 𝑢𝑝 )𝛽 (
𝑣
𝑝 )𝛼 if 𝑝 ≠ 2

(−1) 𝜖 (𝑢) 𝜖 (𝑣)+𝛼𝜔 (𝑣)+𝛽𝜔 (𝑢) if 𝑝 = 2

ただし奇素数 𝑝 に対し、Legendre記号は次で定義される。( 𝑢
𝑝

)
≡ 𝑢 (𝑝−1)/2 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

3. 2 二次形式 𝒛⊤𝑨𝒛が isotropicでない場合
𝐴 ∈ 𝑂𝑛 (Z) かつ 𝑛 ≥ 3 のとき、二次形式 𝑄(𝒛) = 𝒛⊤𝐴𝒛 が

isotropicではないとする。
命題 ( [15]：Proposition 4） 𝑒 = 4𝑑𝑒𝑡 (𝐴)2, 𝜋𝑒 : Z → Z/𝑒Zを自
然な射影とする。𝑆𝑄 = {𝒙 ∈ Z | 𝑄(𝒙) = 0}に対し、

𝜋𝑒 (𝑆𝑄) =
∪

𝜆∈Z/𝑒Z
𝜆𝜋𝑒 ({𝒙 ∈ Z𝑛 : primitive | 𝑄(𝒙) ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 𝑒2})

この証明には、以下の近似補題を用いる。近似補題は Hensel
の補題 [6], [8]に基づく。
近似補題 ( [2] Ch.3 Lemma 2.1) 𝐴 ∈ 𝑂𝑛 (Z), 𝑛 ≥ 3, 𝑃を素数の有
限集合、𝜀(∈ R) > 0とする。二次形式 𝑄(𝒙) = 𝒙⊤𝐴𝒙 において、
各 𝑝 ∈ 𝑃に対し、𝒙𝑝 ∈ Q𝑛𝑝 が 𝑄(𝒙𝑝) = 0を満たすとする。この
とき、𝒛 ∈ Q𝑛 が存在して、𝑄(𝒛) = 0かつ　すべての 𝑝 ∈ 𝑃につ
いて | |𝒛 − 𝒙𝑝 | |𝑝 < 𝜀。

| |𝒛 − 𝒙𝑝 | |𝑝 < 𝜀 は、𝒛 の取り方でいくらでも大きい 𝑝 の累乗
を 𝒙𝑝 との公約数に持つことができることを示している。これ
により、近似補題から以下の命題が示され、上記の 𝜋𝑒 (𝑆𝑄) の
計算法が導かれる。
命題 𝒙 ∈ Z𝑛 が primitive で 𝑄(𝒙) ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑒2) ならば、
𝑄(𝒚) = 0かつ 𝒚 ≡ 𝒙 (𝑚𝑜𝑑 𝑒) を満たす 𝒚 ∈ Z𝑛 が存在する。

4. 𝒄∗ ≠ 0の場合 (1)：二次形式 𝑸(𝒙)の直交群の
生成元の計算

𝐺𝐿𝑛 (C) の部分群で、有限個の多項式の零点集合との共通
部分で表わされる群を Q-群という（Q-群は代数群の一つであ
る）。Q-群 𝐺 に対し 𝐺R = 𝐺 ∩ 𝐺𝐿𝑛 (R), 𝐺Q = 𝐺 ∩ 𝐺𝐿𝑛 (Q),
𝐺Z = 𝐺∩𝐺𝐿𝑛 (Z)とする。𝐺Qの部分群 Γで指数 |𝐺Z : 𝐺Z∩Γ|,
|Γ : 𝐺Z ∩ Γ| がともに有限のとき、算術部分群（Arithmetic
subgroup）とよび、以下の性質が知られる。
定理 [9] 算術部分群は有限生成群である。
二次形式 𝑄(𝒙) = 𝒙⊤𝐴𝒙 の直交群{
𝐺𝑄 = {𝐵 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (C) | ∀𝒙 ∈ Z𝑛 . 𝑄(𝐵𝒙) = 𝑄(𝒙)}
Γ𝑄 = {𝐵 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (Z) | ∀𝒙 ∈ Z𝑛 . 𝑄(𝐵𝒙) = 𝑄(𝒙)}

において 𝐺𝑄 は Q-群であり、Γ𝑄 は 𝐺𝑄 の算術部分群である。
（通常の直交群 𝑂𝑛 (C)も Q-群であり、𝑂𝑛 (Z)はその算術部分群
である。）
上記定理の原証明 [9]は古典的証明であり、有限生成であっ
ても生成元の計算法は与えていない。さらに仮定として

• Γが 𝐺𝟋 の部分群である
• 𝑔 ∈ 𝐺𝟋 が 𝑔 ∈ Γが判定可能である
• |𝐺𝟋 : Γ| の上界が与えられている

を追加した場合の構成的証明は [14] で与えられ、その系とし
て [15]が導かれる。以下、Q-群 𝐺、その算術部分群 Γと参照し
て、有限生成系の計算ステップを示す。本章における存在は構
成的存在の意味で用い、その計算アルゴリズムを前提とする。
Q-群の単位元の連結成分を考える際に二つの位相を想定する。
Zariski位相とは、多項式の有限集合の零点集合を閉集合とする
位相であり、Q-群 𝐺 の（Zariski位相に関する）単位元の連結
成分を 𝐺0 と書く。Euclid位相とは通常の位相であり、Q-群 𝐺

の（Euclid位相に関する）単位元の連結成分を 𝐾 により参照す
る。Zariski位相で閉集合であれば Euclid位相でも閉集合であ
るが、逆は成り立たない。
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Q-群は Lie 群 [3] ともみなせる。本章では Lie 群において
よく知られる Jordan-Chevalley分解に似た冪単根基と reductive
complementの半直積とする分解を用いる。
以下では、Q-群 𝐺 の冪単根基 𝑁 と reductive component 𝐻
による分解 𝐺 = 𝑁 ⋉ 𝐻 の記法を用いる。冪単根基、reductive
componentについては、それぞれ節 4. 3、4. 4にて説明する。

4. 1 Siegel set
正有理数 Δ > 0, 𝑡, 𝑢 > 0に対し、𝐺𝐿𝑛 (R) の部分集合{
𝐵Δ = {𝑔 ∈ 𝑆𝐿𝑛 (R) | |𝑔𝑖 𝑗 − 𝛿𝑖 𝑗 | < Δ}
𝔖𝑡 ,𝑢 = 𝑂𝑛 (R) · 𝐴𝑡 · 𝑁𝑢

で定義する。ただし、𝐴𝑡 はすべての対角成分で 0 < 𝑎𝑖𝑖 < 𝑡𝑎𝑖+1𝑖+1

が成り立つ対角行列の集合、𝑁𝑢 は対角成分がすべて 1でその
他の各成分が |𝑥𝑖 𝑗 | ≤ 𝑢 となる上半三角行列の集合とする。（こ
れは Lie 群の岩澤分解の近傍系に相当する。）𝔖𝑡 ,𝑢 ⊂ 𝐺𝐿𝑛 (R)
を Siegel setとよび、対応する二次形式を 𝔖(𝑡, 𝑢) で表し Siegel
domainとよぶ。Siegel setについて次の特徴付が成り立つ。
定理 ( [14] Th.1.6.1)
（ 1） {𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (Z) | 𝔖𝑡 ,𝑢𝑔 = 𝔖𝑡 ,𝑢}は有限。
（ 2） 𝑡 ≥ 2/

√
3、𝑢 ≥ 1/2ならば 𝔖𝑡 ,𝑢 · 𝐺𝐿𝑛 (Z) = 𝐺𝐿𝑛 (R).

4. 2 Q-群 𝑮 の Zariski位相・Euclid位相による単位元の連
結成分 𝑮0・𝑲

命題 ( [14] Lemma 3.1.3) 𝐺 を整数係数多項式環のイデアル 𝔞

により定義される Q-群とする。𝔞の極小素イデアルは有限個で
あり 𝔭1 = ⟨ 𝑓11, · · · , 𝑓1𝑟1 ⟩, · · · ,　 𝔭𝑠 = ⟨ 𝑓𝑠1, · · · , 𝑓1𝑟𝑠 ⟩ と表わす
とき、単位元を零点とする素イデアルが 𝔭𝑖 がちょうど一つ存
在する。この 𝔭𝑖 の零点集合を 𝐺0 となる。
したがって、𝐺0 の特徴付はそのような素イデアルを 𝔞 の準
素イデアル分解を計算することに帰着する。さらに 𝐹 = C,Rに
おいて |𝐺𝐹 : (𝐺0)𝐹 | が有限であることを知られており、その
代表元の計算は以下の方法で順に ℓを枚挙することで得られる
（ [14] Algorithm 3.1.5）。

𝑃ℓ (𝑡1, · · · , 𝑡ℓ ) ⇔ ∀𝑥 ∈ 𝐺𝐹 ∃𝑦 ∈ (𝐺0)𝐹 . ∨ℓ𝑖=1 𝑥 = 𝑦𝑡𝑖 としたと
き、∃𝑡1, · · · , 𝑡ℓ . 𝑃ℓ (𝑡1, · · · , 𝑡ℓ ) は算術的に記述可能であり CAD
アルゴリズムにより判定可能である。
この手順で、|𝐺𝐹 : (𝐺0)𝐹 | = ℓを得ると同時に、𝑡1, · · · , 𝑡ℓ の
代表元を得る。R内で Qは稠密であるので、特に 𝑡𝑖 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (Q)
と取ることができる。
命題 ( [14] Algorithm 1.4.2, 3.3.5) 𝐺R を（Zariski位相で）連
結とする。そのとき単位元の（Euclid位相の）連結成分 𝐾 に対
し、指数 |𝐺R : 𝐾 |は有界かつ計算可能である。さらに 𝐺R の 𝐾

による右剰余類の代表元も同時に計算される。
これは松本による以下の定理に基づく。
定理（ [14] Th.3.3.1） 𝐺R は Zariski位相で連結とする。𝐾 を
𝐺Rの単位元の（Euclid位相での）連結成分、𝐷を𝐺Rの（Zariski
位相で）連結・（実数基底で）対角化可能・代数的な極大部分群
とする。このとき 𝐺R = 𝐾 ⋉ 𝐷.

すなわち 𝐷 ∩𝐺𝐿𝑛 (Z)の中で 𝐺R の 𝐾 に関する右剰余類の代

表元を探す手続きに帰着する。

4. 3 𝑮0 の冪単根基 𝑵 に対し 𝑵Z の有限生成系の計算
固有値がすべて 1の行列を冪単とよび、冪単行列からなる Q-

群 𝑈 を冪単群とよぶ。冪単群 𝑈 において以下が知られている
（ [14] Lemma 1.4.4）。

• 𝑈Q,𝑈Z は𝑈 において（Zariski位相で）稠密（Rosenlicht
の定理 [1]）。

• 𝑈Z は整数上の基底変換により対角成分が 1となる上三
角行列群とできる。

Q-群 𝐺 の冪単根基 𝑢(𝐺) は、極大可解部分群における単位元
の（Zariski位相に関する）連結成分と冪単行列の共通部分とし
て定義される。冪単根基は定義から 𝑢(𝐺) = 𝑢(𝐺0) となる。

Q-群 𝐺 を Lie群とみなしたとき、その Lie環 L(𝐺) に対し、

L(𝑢(𝐺0)) = 𝑛(L(𝐺0))

の関係が知られている（ [18] Th.7.1）。ただし、𝑛(𝐿)は Lie環 𝐿

の冪零イデアルを表わす。これにより、行列の指数関数・対数
関数により 𝑢(𝐺0) = exp(𝑛(L(𝐺0))), 𝑛(L(𝐺0)) = log(𝑢(𝐺0)) が
成り立つ。このとき、Lie環の冪零性・Lie群の冪単性により、
級数展開が有限の項で打ち切ることが可能なため 𝑒𝑥𝑝, 𝑙𝑜𝑔の計
算が可能となる。
上記の性質から 𝐺0 から 𝑢(𝐺) を計算するアルゴリズムが導

かれる（ [14] Algorithm 1.4.5, 3.4.4）。おおまかな手順は
（ 1） L(𝑢(𝐺0))はM𝑛 (Q)の部分空間なので、その基底から冪
零イデアル 𝑛(L(𝐺0))の基底を計算する。これにより 𝑛(L(𝐺0))
は一次多項式 𝑃1, . . . , 𝑃𝑡 の零点として表現される。
（ 2） 𝑛(L(𝐺0)) = L(𝑢(𝐺0)) から多項式 log∗ (𝑋) =

−∑𝑛−1
𝑖=1 𝑖−1 (𝐼𝑛 − 𝑋)𝑖 と定めると、𝑢(𝐺) = 𝑢(𝐺0) は {(𝑋 −

1)𝑛, 𝑃1 (log∗ (𝑋)), . . . , 𝑃𝑡 (log∗ (𝑋))} の零点集合と 𝐺𝐿𝑛 (C) の共
通部分となり、𝑢(𝐺) の定義多項式が得られる。
命題（ [14] Algorithm 1.5.1, 4.2.1） 𝐺を冪単群とする。𝐺 = 𝐺0

かつ、正有理数 Δ > 0が存在して、𝐺R = (𝐺 ∩ 𝐵Δ) · 𝐺Z が成り
立つ。
命題（ [14] Algorithm 1.5.2, 4.2.2） 任意の正有理数 𝛿 > 0に対
し、有限集合 𝐹1 (𝛿) ⊆ 𝐺𝐿𝑛 (Z) が存在し、1 ∈ 𝐹1 (𝛿) = 𝐹1 (𝛿)−1

かつ 𝐹1 ⊇ 𝐵−1
𝛿 𝐵𝛿 ∩ 𝐺𝐿𝑛 (Z) が成り立つ。

これらに基づき 𝐹1 (Δ) ∩𝐺Z は 𝐺Z の有限生成系となる（ [14]
Proposition 1.5.4）。

4. 4 𝑮0 の reductive complement 𝑯Z の有限生成系の計算
Q-群 𝐺 が、冪単根基 𝑢(𝐺) = {1}のとき reductiveという。
Lie環 L(𝐺) のWedderburn分解に対応して、Q-群 𝐺 の分解

𝐺 = 𝑁 ⋉ 𝐻（ただし 𝑁 は冪単根基、𝐻 は reductive部分群）は
Borel-Serreによる次の補題（ [14] Lemma 3.5.1）から得られる。
このとき 𝐻 を reductive complementという。
補題 Q-群 𝐺 の冪単根基を 𝑁 とする。そのとき reductive 部
分群 𝐻 が存在して、𝐺 = 𝑁 ⋉ 𝐻 となる。とくに任意の 𝐺 の
reductive部分群は 𝑁 の元により 𝐻 の部分群と共役となる。
計算アルゴリズムは、[14] Algorithm 1.4.5, 3.5.3 に記述さ
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れているが、そのアイデアは冪単根基 𝑁Z を対角成分が 1
の上三角行列となるように整数基底 {e1, · · · , e𝑛} をとった
とき、𝑘𝑖 < 𝑘𝑖+1 かつ 𝑘 𝑗 = 𝑛 が存在し、𝑉𝑖 を e1, · · · , e𝑘𝑖、
𝑊𝑖 を e𝑘𝑖+1, · · · , e𝑘𝑖+1 がそれぞれはる部分空間で 𝑢 ∈ 𝑁Z が
𝑢 |𝑊𝑖 = 1|𝑊𝑖、𝑘 𝑗 = 𝑛を満たすものとする。このとき、reductive
complementは𝐺∩(𝐺𝐿𝑘1 (C)×𝐺𝐿𝑘2−𝑘1 (C)×· · ·×𝐺𝐿𝑘 𝑗−𝑘 𝑗−1 (C))
に相当する。共役のための変換は行列計算を多項式として CAD
アルゴリズムを用いることで得る。
この手続きに並行して、以下の命題も示される。（これは次
節で用いられる。）
命題（ [14] Lemma 1.4.9）ある 𝜇 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (Q) ∩ 𝑀𝑛 (Z) が存在し
て (𝐺Z)𝜇 ⊆ (𝑁𝜇)Z (𝐻𝜇)Z ⊆ (𝐺𝜇)Z.

Q-群 𝐺 の冪単根基はつねに（Zariski 位相で）連結である
が、reductive complement 𝐻 は一般には連結ではない。Siegel
set 𝔖𝑡 ,𝑢 に 𝐻Z と有限集合 𝐹5 ⊆ 𝐺𝐿𝑛 (Z) の元を作用させて 𝐻R

の被覆とする際、𝔖𝑡 ,𝑢 は（Euclid位相で）連結なので、𝐻R の
（Euclid位相の）連結成分 𝐾、ならびにその右剰余類の代表元
{𝑦𝑖}を考える必要がある。これは節 4. 2にあるように 𝐻 の 𝐻0

による右剰余類、𝐻0 の 𝐾 の右剰余類の二段階で計算される。
以下に 𝐻Z の有限生成系の計算方法を概説する。
命題 Reductiveな Q-群 𝐻 に対し、ある 𝜉 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (R) が存在し
て 𝜉−1𝐻R𝜉 が行列の転置に関して閉じる。
命題 𝐹3 (𝑡, 𝑢) = {𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (Z) | 𝔖𝑡 ,𝑢𝑔 ∩𝔖𝑡 ,𝑢 ≠ 𝜙}は有限集合。

このような 𝜉、ならびに正有理数 𝑡, 𝑢 > 0に対する有限集合
𝐹3 (𝑡, 𝑢) は CADアルゴリズムにより計算することができる（そ
れぞれ [14] Algorithm 1.4.3、ならびに 1.6.2と 4.1.1）。
命題（ [14] Algorithm 1.7.1, 5.3.1） ReductiveなQ-群 𝐻、正有理
数 𝑡 > 2/

√
3, 𝑢 > 1/2に対し、有限集合 𝐹5 ⊆ 𝐺𝐿𝑛 (Z)と 𝜉−1𝐺R𝜉

を自己共役とする 𝜉 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (R) が存在して、Ω = 𝜉𝔖0
𝑡 ,𝑢𝐹5 ∩ 𝐻R

が Ω · 𝐻Z = 𝐻R を満たす。
命題（ [14] Proposition 5.4.1） Reductive な Q-群 𝐻 に対し
𝐹−1

5 𝐹3𝐹5 ∩ 𝐺Z は 𝐻Z を生成する。
この 𝐹5 の計算において、𝐻 の 𝐾 についての右剰余類の代表
元 {𝑦𝑖}が用いられる。

4. 5 𝑮Z の算術部分群 𝚪の有限生成系の計算
𝐺 を Q-群、Γ を 𝐺 の算術部分群とする。Γ の生成系の計算
過程には以下のステップがある。
（ 1） 𝑁 を 𝐺 の冪単根基、𝐻 をその reductive complementと
して、𝐺𝑄 = 𝑁⋉𝐻と半直積分解し、𝑁 , 𝐻を計算する（節 4. 3）。
（ 2） 𝑁Z の有限生成系 𝑋1 を計算する（節 4. 3）。
（ 3） 𝐻Z の有限生成系を 𝑋2 計算する（節 4. 4）。
（ 4） (𝐺Z)𝜇 ⊆ (𝑁𝜇)Z (𝐻𝜇)Z ⊆ (𝐺𝜇)Z を満たす 𝜇 ∈
𝐺𝐿𝑛 (Q) ∩ 𝑀𝑛 (Z) を計算する（節 4. 4）。
（ 5） 𝐴 = (𝑁𝜇)Z (𝐻𝜇)Z は有限集合 𝑌 = (𝑋1 ∪ 𝑋2)𝜇

−1 で生成
され、かつ Γ𝜇 ⊆ (𝐺Z)𝜇 ⊆ 𝐴 が成り立つ。𝐴 の Γ𝜇 に関する
右剰余類の集合を 𝑇 とおくと、𝑇𝑌𝑇−1 ∩ Γ𝜇 は Γ𝜇 を生成する
（ [5] Th.2.7）。

（ 6） 𝐴 ⊆ (𝐺𝜇)Z から |𝑇 | = |𝐴 : (𝐺Z)𝜇 | ≤ |(𝐺𝜇)Z : (𝐺Z)𝜇 |。
| (𝐺𝜇)Z : (𝐺Z)𝜇 | の上界は、鳩の巣原理により 𝑚𝜇−1 ∈ 𝑀𝑛 (Z)
となる 𝑚 に対し 𝐷 = 𝑚𝑛

2 + 1 （すなわち 𝐺𝐿𝑛 (Z) の各要素の
𝑚𝑜𝑑 𝑚 の場合の数）で与えられる。𝑊𝐷 (𝑌 ) = ∪𝐷

𝑖=1𝑌
𝑖 とすると

𝑇 ⊆ 𝑊𝐷 (𝑌 ) となり、𝑊𝐷 (𝑌 ) ∩ Γ𝜇 は Γ𝜇 を生成する。したがっ
て𝑊𝐷 (𝑌 )𝜇−1 ∩ Γは Γを生成する。

5. 𝒄∗ ≠ 0の場合 (2)：二次形式 𝑸(𝒙) の直交群の
軌道の計算

二次形式 𝑄(𝒙) = 𝒙⊤𝐴𝒙 に対し、𝐺𝑄 , Γ𝑄 をそれぞれ C,Z上
の 𝑄の直交群とする。𝐺𝑄 は Q-群、Γ𝑄 は 𝐺𝑄 の算術部分群で
ある。
Z𝑛 に同値関係 ∼𝑄 を 𝒙 ∼𝑄 𝒚 ⇔ ∃𝐵 ∈ Γ𝑄 . 𝒚 = 𝐵𝒙 で定める。
同値類 Z𝑛/∼𝑄 の元を Γ𝑄-軌道といい、各 Γ𝑄-軌道から代表元
を 1つずつとってきて作った集合 𝑇𝑄 を完全代表系という。
章 4. では Γ𝑄 の有限生成系 Γ′

𝑄
の計算法を与えた。本章で

は、Γ𝑄-軌道の完全代表系 𝑇𝑄 の部分集合のうち

𝑇 ′𝑄 = {v ∈ 𝑇𝑄 |𝑄(v) = 𝑐∗}

の計算アルゴリズムを示す（ [15] Ch.5）。
5. 1 二次形式の Z-同値性判定
ここで二つの（整数係数）二次形式 𝑄,𝑄′ が Z-同値とは、

𝑇 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (Z) が存在して、𝑄′ (𝒙) = 𝑄(𝑇𝒙) となることをいう。
このとき、以下の性質が成り立つ。
定理（ [2] Ch.9 Th.1.1） 整数 𝑑 ≠ 0に対し、𝑑 (𝑄) = 𝑑𝑒𝑡 (𝐴) = 𝑑
となる二次形式𝑄の Z-同値類は有限個、かつ代表元が計算可能。

Z-同値類の代表元として、ある種の標準形として、
• Minkowski-reduced（ [2] pp.255）二次形式：正定値な二次

形式の標準形とみなせる。
• Hermite-reduced（ [2] pp.286）二次形式：符号の変換によ

り正定値にしたときに Minkowski-reducedな二次形式を含むこ
とをいう。
をとることができる。（それぞれの正確な定義は [2]にゆずる。）
命題（ [2] Ch.12 Th 1.1） 正定値な二次形式 𝑄 と Z-同値な
Minkowski-reducedな二次形式は存在し、かつ高々有限個。
命題（ [2] Ch.13 Lemma 2.1） 二次形式 𝑄 はある Hermite-
reducedな二次形式と Z-同値。
二次形式 𝑄(𝒙) = 𝒙⊤𝐴𝒙 に対し、𝑑 (𝑄) = 𝑑𝑒𝑡 (𝐴) とする。上記

の命題により、
• 𝑑 (𝑄) を固定すると、 Hermite-reducedな二次形式の集合

𝑇𝑑 は有限集合で計算可能（ [2] Ch.13 Th.11.1）。
• 与えられた 2 つの Z 係数二次形式 𝑄,𝑄′ が Z-同値性が

判定可能（𝑑 (𝑄) ≠ 𝑑 (𝑄′) ならば Z-同値でない。𝑑 (𝑄) = 𝑑 (𝑄′)
ならば、それぞれ 𝑇𝑑 内の元に還元して比較。[2] Ch.12 Lemma
1.3と上記の 𝑇𝑑 の有限性を用いる）。

5. 2 𝑻′
𝑸
の計算

二次形式 𝑄 と整数 𝑎 ≠ 0に対して、
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{
𝑅𝑄 (𝑎) = {𝒙 ∈ Z𝑛 | 𝑄(𝒙) = 𝑎}
𝑅
(0)
𝑄

(𝑎) = {𝒙 ∈ Z𝑛, primitive | 𝑄(𝒙) = 𝑎}

と定義すると、𝑅𝑄 (𝑎) = ∪𝑟2 |𝑎𝑟𝑅
(0)
𝑄

(𝑎𝑟−2) が成り立つ。また 𝑎

を固定したとき、𝑅𝑄 (𝑎) は有限個の Γ𝑄 軌道からなることが知
られている（ [2] Ch.9 Lemma 6.1）。𝑇 ⊆ 𝑅𝑄 (𝑎) を有限個の Γ𝑄

軌道の代表元として計算する。
以下では 𝑎 = 𝑐∗ とする。さらに 𝑟2 |𝑐∗ なる 𝑟 を固定して

ℎ = 𝑐∗𝑟−2 と定めて、最初に 𝑇
′(ℎ)
𝑄

= 𝑇𝑄 ∩ 𝑅 (0)
𝑄

(ℎ) を計算する。
Step 1 以下の条件を満たす有限集合 𝑇1を構成する。（ [2] Ch.9
Th.1.1の証明 Ch.9.3のアルゴリズムを用いる。）

• 𝑇1 は 𝑑 (𝜙) = ℎ𝑛−2𝑑 (𝑄) を満たす 𝑛 − 1変数二次形式 𝜙か
らなる。

• 任意の 𝑛 − 1変数の二次形式 𝜙′ に対して 𝜙′ と Z-同値な
𝜙 ∈ 𝑇1 が存在する。
Step 2 有限集合 𝑇2 を 𝜙 ∈ 𝑇1, |𝜈 𝑗 | ≤ ℎに対し、

𝜓(𝒙) = (ℎ𝑥1 + 𝜈2𝑥2 + · · · + 𝜈𝑛𝑥𝑛)2 + 𝜙(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)

の形をした 𝜓 の集合とする。各 𝜓 ∈ 𝑇2 に対して 𝜓 が ℎ𝑄 と Z-
同値性を判定する。（ [2] Ch.13.12のアルゴリズムを用いる。）
Step 3 𝑇2 の要素のうち、ℎ𝑄 と Z-同値なものたちの集合を 𝑇3

とおく。𝜓 ∈ 𝑇3に対して ℎ𝑄(𝐵𝜓𝒙) = 𝜓(𝒙)となる 𝐵𝜓 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (Z)
を求める。𝑇 ′(ℎ)

𝑄
= {v | v はある 𝜓 ∈ 𝑇3 に対し 𝐵𝜓 の 1列目 }

とする。

以上の Step により v ∈ 𝑇
′(ℎ)
𝑄

は 𝑄(v) = ℎ を満たすので、
𝑇 ′
𝑄

= ∪𝑟2 |𝑐∗𝑟𝑇
′(ℎ)
𝑄

により 𝑇 ′
𝑄

= {v ∈ 𝑇𝑄 |𝑄(v) = 𝑐∗}となる。

6. 𝒄∗ ≠ 0の場合 (3)：求解アルゴリズム
章 4.で得た Γ𝑄の有限生成系 Γ′0、および章 5.で得た𝑄(v) = 𝑐∗

を満たす Γ𝑄 軌道の代表元の有限集合 𝑇 ′
𝑄
を用いて、以下の手

順で解を決定する。このとき節 4. 5 の手順 (6) と同じ議論で、
Γ0 の元として長さ 𝐷 以下の Γ′0 の語を考えれば十分である。そ
のような語の集合を 𝑋 とする。全ての組み合わせに対し、

• 𝑔 ∈ 𝑋 , 𝒗 ∈ 𝑇 ′
𝑄
に対し 𝑔𝒗 ≡ 𝒉 mod 2𝑑 を判定する。

これが満たされれば解が発見され、なければ解は存在しないこ
とが結論づけられる。

7. 未解決な問題・拡張
もっとも大きな未解決問題は、単一の三次ディオファントス
方程式の決定可能性であるが、本稿の二次ディファントス方
程式は二次形式の理論に大きく基づいており、同様な手法の
拡張は難しい。特に 𝒙⊤𝐴𝒙 という行列表現を用いた二次形式
の等価変換を整数上の代数群（整数上の直交行列）として扱う
点 [9], [14]は本質的である。
また、二次ディファントス方程式の求解アルゴリズムという
点では、3変数の場合にのみ本質的な困難があり、アルゴリズ
ムの簡単化も挑戦すべき課題である。また同様に、計算量評価
も課題である。本稿で紹介した求解アルゴリズムは、R上で多
項式を解く CAD (Cylindrical Algebraic Decomposition)を多用す

る。CADアルゴリズムは（変数の個数について）二重指数関数
的だが、用いるのは 3変数の場合のみなので、二次形式 𝑄 の
𝑑𝑒𝑡 (𝐴) などに関する計算量評価が必要になるであろう。
実用上は二次ディオファントス制約は形式手法において重要

である。たとえば、整数上の線形制約（背景理論が LIA = Linear
Integer Arithmetic）を Hoare論理のベースとする形式手法にお
いて、ループ不変式生成は（一般的には決定不能だが）Farkas補
題を用いたヒューリスティックな手法 [12]が一般的である。そ
のため、単一の二次ディオファントス等式のみならず、不等式
制約や線形制約の追加、また制約の個数を変数の個数に基づき
制限するなどで決定可能性を得ることができる場合は望ましい。
最後に以下に容易な拡張をあげる。
• 二次ディオファントス不等式制約は、たとえば Lagrange

の四平方和定理
任意の自然数は４つの整数の平方和で表すことができる。

を用いると、𝒙⊤𝐴𝒙+𝒃⊤𝒙 ≥ 𝑐は、新たな四つの変数 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4

を用いて 𝒙⊤𝐴𝒙 + 𝒃⊤𝒙 + 𝑢2
1 + 𝑢2

2 + 𝑢2
3 + 𝑢2

4 = 𝑐に還元する。一般
に、多項式制約において、等式（=）より不等式（>）の方が簡単
であり、実際、二次ディファントス不等式制約については、[19]
で計算量評価がなされている。

• 単一の二次ディオファントス等式に（単一とは限らない）
線形等式制約を加えた場合は、線形等式制約に基づく媒介変数
表示を用いて、単一の二次ディオファントス等式に帰着する。
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